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Sil b«n oieiliro SdUeit iDttiot ©(griffen, W« wie bie BoriiesMiiie Sejlimmt 
W/ W «m einen on^jefejten !PireiS jn Sewerten, Bot »er enttteftuns i^re« 
e*i((fo:e« ni*t bei: Oeffenttiidteit (iSetseSen. Do jebo* Wefe «ntWeiiiima er(l 
im 3«S(c 1838 erfolsen witi, imt onhrfeiK bei; aSetfoffet fi4 fttmeic^tt, bo{ 
feine ÜRet^obe, bie ^Qurseln nrnnerif^er Steigungen ju (ereignen/ a«äi feßft 
in bem SoUe (eritctfutitigt ju Merbtn verbfent/ wenn onbere ünet^oben ni>4 
f^neUet sum Biete flirren foUten, fo staubt er hierin eine Jinreic^enbe Snt^ 
ft^tttbigung für bie vorseitige Setonnttnii^ung feiner SIrbcit ju fmben. 

TXti ber aSerfolfet 6ier ou* bie «teren OTetSoben, bie unmbgtii^en SEDurjetn 
iu Utt^nm, barsniiefteri berfuAt liat, i^ ebenfolti noc^Mtig sn imeliitHea, t» 
bem ei ifim ©etegen^eit iai, tiefer in bie Sejiebnngen jwifi^en ben reeurriren- 
ben SRei^ nnb ben ^urjetn ber @tei<^Hng einjugetien unb sn jeigen/ mi anf 



=, Google 



tiefem BP» Smtritt «ngeteitMm üiQege geleiftet tverben {6ttm. SttNii^ nrng ttoi^ 
Umntt werteti, Jog Sie tortfegmie (leine @^rfft SftiMtli* ter foräfÄgen 
Searieituttg niK^ man(tei }u Mimten fiirfg (d$t; fnOte ieboc^ Me anetloie M 
!8erfaffer$ iien iSeifaa iiec <mat^ati(er erholten, fo Mcfte (ine »oaftdntiige 
9(inmiuns terfelten tei^t su erzielen fe;n. 

3liti4 im Oitotec 1836. 
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£iie ulitbvaifdjm ^leitbungftt toorcn fc^on febr oft Segenftant mct^ematift^ec goifcgnns, 
t^eitd wtgen bec merlndcbigen SSejit^ungen , bie fte bor&teten nnb t^eilä »egen i^reä DieffeiHsen 
@e&caud)eä. QjieCeicbt ill eä nbtr oud) frer Umfiant, la^ ftd) (ec aagemeinen 3(ufisrung in 
®Ieitf)utt3en, nclc^e ben 4ttn @cab flbetQclgtn, unili)erlielsli(6e ^inbecniffe in tien QBeg )u Heuen 
ft^etnm, roelifitt ndt bieftn Unterfuc^ungen einen eigent&ämlic^en 9Itij Dertnifiift ^ »obucc^ fall 
jetec ^ctitmatiUv betfuc^t »irti, an benfetben feine Stxäftt ju prüfen. Uuf btefent 38ege tO' 
nun imav nit^t ba^ Stfuc^te, aber eine Steige tnecftoärbiger (£tgenr(^aften ber @Ieit4ungen ge- 
funbcn wocben, fo ba§ baburtb bie Scbre becfclben ju einem befonbem fe^r tvt^Hsen ^bfc^nitt 
ber 9fna(qfid ^erangebilbet werben iR. eeitbem aber %btl unb Stuffini bemiefen l>tiben , lafi Cie 
tittgemeine VuflBfung ber Slet^ungen bÜ&crer ©raHe raenigftuid burd) algebcaifc^e guncttonen 
ber Soeffidenten berfelben ni^t möalid] fei/ fiat man aUe Seltrebnngen auf bte ^(ufTüfungen ber 
numeitfc^en ®[(ic6ungen geri(f>tet, um bie 9tegcltt ju certjDlIllänbigen, na^ mläitn bie SBur» 
)e(n einer SIeidiung für jeben fpecieUen ^aü [ei^t unb fic^er bcretEjnet tverben I&nntn. I^ieft 
DIegeln finb nun aaäi in S5ejiei)ung auf bie reeQen SOutjetn, befonbträ lur;^ bie legten ^rbeic 
ten Soutierd fo uerovHIomnit, baf man biefen Z^til ber Unterfuc^ung ffic gefc^Iolfen erfidrt 
bat; allein in Sejie^ung auf bie unrnSglicOm SOurjeln ill biefeä teineäwegä ber ^aU. Smat 
bat man »erfc^f ebene oon nuögejeit^neten anatbematitem Dorgefcdriebene üBege, bie jum 3tere 
fflftren, allein biefe finb bei Gleichungen, bereu ©rab nur einigermafen betrcldjtlicft ifl, fo be. 
fdjnerlid), baf man üe laum IQ betreten nagt. <£d ijl ba^er biefe Aufgabe, nie bitfed fe^r 
bfiufig in ber tERatl)emati( ber goU ifV, iwar tbcoretiftb genägenb geluvt, aber bie 9(ufiefung 
bat feinen practifc^en SQertfe. ^tfled \o«i üitttv geft^eben ift, um bem 3ieU nüiitt )u fommen, 
battt feinen gfinftigen <£rfotg, unb mir »erben in bem Solgenben leigen, ba| fefbfi Souriecd 
Snetbobe, fo weit |te ani feinen ^nbeutungen berborgebt "), ni($t 3um 3iele gefflbtt baben 
lann, abgefefeen oon bet mööfamen Seted)nungfiweifc, bie ße unter getffiffen SBetMItniffen erfor- 
bert b«ben würbe. • 



*) Anal7se des fqiutions iitttaüaiei pag. 71. 
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Diefe UtnfUnbe ^bcn tie ^cattmit btv miffttifäiafttn ju Sctitn bewogen, tiefen ecgen« 
^anb )u einet; ^vtUfca^t ju ma^en, nnl in ^ttlge eineä ^erfut^eö bicfelbe )u beantvotten, 
(Mb tie n<id)fo(genlett Stattet entfianietk 3n bntfelben ^at bcc SQecfafTec eine SRetbobe ent> 
wi^lt, nadj tveli^ec bie unm^gli^en SBurjeln Dtc^dltnifmdgis [eidit unb u&ffia ftt^er gefunbtn 
werben Knneti. 3ug[tict) aber netben butÄ biefelbe cDIetbobe aucf) bie reeQen SBurjrln sefun« 
ben, unb jroor wenn man meutere teeße ISJucjeln einet Sleidjung fu^t, .beten Scab bettäi^t' 
Ii<b 1ili Eeii^tec unb bequemer alä naüi ben bi^becigen 9)Iett)oben. 

£iie bUftetigen SDlet^oben fowo^t jni: ^luffinbung bet teeUe» ati aaä) bet unmöglidjen Wiut- 
leln 0Hb aClerbtngd aOflemein betonnt, ittaä) bat betSJerfafTet gegltiubt, über einige bcr wtd)H9< 
jlen Siegeln in Sejie^ung auf bie unmSglic^en SSurjelh bier eintreten tu mäiTen, ttt^li um btn 
EReAnungäaufivanb, ben fte etforbetn, ju prüfen, unb tkttti um bei ben 3neH)oben, wo bie 
tecutcirenben Steiben in 9(nwenbung tommen, einiget 9leue binjujufflgen, mtU^td eineSBieber' 
berfleffung ber jDlet^obe Sourietö bejwetft. 

X)emgemä$ folgen iundd)ft bie (gßminationämetbobe; bie SRetbobe Don fiogtonge, oermit* 
teifl ber @(eid)ung beten SBurjeln^ 3>ifferenjen bet üßurjeln bet gegebenen @IeiAung jinb; bie 
^ufli^fungdweife uernittelil ber recurrtrenben fXeiben, unb enbli4 bie Otetbobe bei tSerfafferä. 
X>ie beiben etfien SRel^oben fudien @Iticl)ungra )u bilben, in welAen einer ber beiben Zbtüt 
X ober y ber unmöglichen EßJurjeC, x ± y V* — * aW reeHe fiSJurjel ttotfömmt, unb biefc 
3netl)0ben wtltben aläbann i^re bSd}(ie (OoQenbung erbalten baben, wenn man burt^ fie eine 
@teic(}ung.finbm (bnnte, beten (fflutjeln fowobi bie reeQen ^utjein bet gegebenen Sleic^ung 
dIö Qutti bie reellen Zbeiie x unb y ber unmögHc^m SSurjeln finb , unb beten @rdb laktx nic^t b9bet 
aU ber @rab ber gegebenen Ölleic^ung tft. Uäein Don biefem 3iele finb bie obigen 3Reti)o< 
ben nocb weit entfernt. Xiurd) bie rccuttircnben Keinen erbält man tai ^obutt unb bie 
&unime ber unnt&gli(btn SBurjefn, aber nur unuoKtomnten, unb butc^ bie 9)tef^obe be0 9}er> 
faflecä juiläcbfl bad ^robutt ober ben ÜRobuIuä bet unmeglid)en QDurjeln auf eine Tiefere QBeife, 
unb aidbcnn ouf uetfc^iebenen Stiegen ben juge^drigen SSinfel, »bet aud) obne btefen bie beiben 
3ablen x unb y. 
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3Bir babcn ff^on in bec (Einleitung onatteutct, ia^ fid) bei tec Secec^ntma (et unmi^glitgen 
SQucjeln einer @Ieicburig bie einfat^ Sbee jundc^fl aufbringt, auö '(et geg^enen @(eid)ung 
foId)e @leii6ung«n )u bilbtn, lie He teetlen fOJectite x nnt y lec iinmSg(id)en !Q!uc)e[ x + 
y-/— 1 aW SBuTietn enttwCten. S)i»fei: Eßeg roirt and) *ei bec eiiminaKonfimet^ebe befolgt, 
nur erctit^en hierbei bie neuen @Iei(^ungen einen f» ^^en @Tab, td| ber 9te(t}nungäme4iitiiös 
mud t«but4 äu^etjl fief^neclit^ nirb. 3u bicfet Wttttnit tonn man ftmo^l buccf] geomttnfi^e 
Setriit^tung , a(d aud) auf ani](qHf(dent SBege gelungen, ia nie ieboi^ ^iec nnt ten Vufivanb 
oon Arbeit, ben (ie erfotbert, |u ptflfcn ^aben, f« raotlen wir nur ben lederen @lefid)tdpuitft 
ini ^ugt faffen. 

fyat matt eine Qleicftung Don bet gorm : 

z" + ajz"-* + aji"-' + a,_iz + a» = obet Mrjer: 

FW = " 

unb iß zi = X + yV'— 1 eine umnBgSdje SSucjet betfetben, fo bat man: 
F(x + yV"-*) = 

(gntmidelt nmn biefeiJ noib ^otenjen »on yV*— 1 fpctftftteitenb, fo ecftält man: 

Fo + FiyV*-! - F»y' -FayV-l + F^y* {-!)» F^y' 

wobei ber Ältje wegen bet ftuSbtud: 

d» F(x + yy^— 1) ■ 

1.2.3 qf^y-/-!)' 

not^bem in bemfelben y := gefegt würbe, mit F, brjeid)net ifl. 

@oII bie obige Steige = fetjn, fo ifi biefed nic^t anbetä m&glii^, alä jvenn bie reellen 
eiitber betfelben für fid), unb eben fo bie unmöglitfien @(ieber für fid) =:: finb. Qierburd} 
er^AIt man, wenn a eine gerate 3af)l ijl, bie beiben QietAungen : 

i) Fo - Fay* + F*y*.. C-l)^F,-,y-« + (-if'y- = 

2) Fl -Fiy» + F,y* (-l)^F^y''-* + (-l)^F^,y''-' = 

wobei in ter jweiten ber gemetnft^ftli^e Soctor yv^— i abgefonbert worben ift. 3^ aber d 
eine ungerabe 3a^I', fo er^^It man die beiben @lei<QuKften: 



U.g.iznoay Google 



3) Fo - Fty* + F4y* (-1) " F-jy'-' + (-1) ' F-iy-' = 

4) F. - Fjy» + F(y*.; (-l)^,_sy-ä + (-ip'y-i ±=0 

■ ®ie Soef^tenten biefec ^MÜ^an^ta (tnb ganje rottonale Functionen con x , unft (ie % uf> 
(late Ifl it%t tatouf jucilctgefä^rt, ^iein1iQen QBertfte Don x unb y ju finben, bic beiben ®[ei° 
t^ungen jnglei«^ ein ®enäge letjien. 3u biefetn Stbufe eliminiren ntr na^ beti belannten 3nc> 
t^oben y auö ben beibtn ©le^ungcn, fo flebett bie teeQtn SSucjeln ber rtfuItirenVen @(eid)un3 
bie SQertbe Don x , ju toelcfeen aläbanti vecrnttfelft in beibtn obigen Slei^unAen, inbem man für 
etnen biefer SQetttte oon x ben gemeinfdidftnc^en ^octor berftlben beredjnct, bie comfponbi- 
c«nbni Berthe von y stfudit wetben ntüiTett. 

Xiaö unjKieffmaftsile SQerfa^ren btr Iglintination tft baäienige, nw ber bri let ^uffuc^ng 
eineä gemetnfi^U^m Sbeilerä beiber Slettfeungen jule^t (Ifirigbletbenbe fein y me^r ent^ultenbe 
9Ufl ^lti(b gefegt wirb, rnüi hierbei ber ®rab bet rtfultiteitten @(eid)ung im ^Dgemetnen 
fe^ gelletgect ivitb. OBic nollen unä Itabec einer anbern SOletbobe bebienen, unb ju bieftm 
Schüfe bie beiben Steidbungen junMIl für ben SaQ/ ntnn n eine gerate 3a6( tß, auf bie 
görm bringen : "^ 

5) y" + Ajy"-" + Aiy-* A,_j,y* + A, = 

6) Aiy'^ + Ajy-* + Ajy"-« A,_iy« + A._, = 

wobei ber ®rab/ metdien bie ganjen rationalen Functionen oo'n x in ben Soefficitnten befigen, 
but(t bie 3eigec bcrfelben angegeben »irb. Sa tiefe ®(eid}ungcn in Sejitbung auf y paatmeife 
gleiche, aber btm 3et<^en wtöi cntgegeRgcfe^te , iSurjetn bt^itn, unb wir nur bie abfoluten 

^ett^ie bctfclben }u lenntn brauchen, fo fe^en nie y = v*^ un^ ^ =p unb erhalten baburtb: 

7) wJ- + Asw*^ + A^vrP-^. A.-^w + A. «= 

8) AiMTi"^ + Ajvrf-^ + A*w^ A.^w + A.^ = 

bat nun bie erfle @fei$ung ftiv ein feeflimmteä x bie p QOucjefn -wi, wi, wj...... w^ unb bilbet 

man iai ^robuft: 

[AfWi'-' + AsWiF-» + Aiwi»--». A_iwi + A^] 

xlAiWjf-» + AjwH~» + A,w^-3........ A^w, + A._i] 

>;[AtMr3f-» +A3W,f-» + Aiwji^ A--3W, + A„_,] 

XtAiWjf + Asw,'-» + Aaw,*-' A»-aw, + A,-i] , . 

fo nu| fSK benftiben S^ert^ ijon x eine ber p SQnrieln aucb ber jueiten Qlfic^ng ein' ®enflge 
leifteiT utib kdftcr einen biefer ^it^oren M^b babutd) lai gonje ^>robiitt jum flSerfc&ntinbtn bringen. 
3{Ibtt man bte in btefem ^cobultf an^ebeutetea tDIuItii^lUationen avi, fo et^Slt man bierbei 
f^mmArifi:^. Functionen biefer SSJiirjeln, roeif tai angebeutete ißrobult in biifer 0e]tebung 
fommetrifd) ifi. Ztiefe f^mmelrtfc^ Functionen fBnpen «ber auä bem SoefTicteirten A,, A«, 
As tc. ber obecn' ®ltid)ung (7) beredsnet anb babucdr mi bem ^robult^ eliminkt «erben. 
Stac^ t}o0)ie6uag btefrr Stet^nung er^A9 man ^ine l£nbgUtct}nng , bie nuc nod] x ent^d(t, unb 
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bte lo^et tie ütxlangitt Sleit^ung i|l. aRon |ie^t fo^Ietd) auf feen erfieit Oficf, feaf tnere ®Uir 
d)UD9 vom ^^^ — - ®vaU i^, unb tutc^ ttn gatij ateic^t« (Bccra^ren cc^^It man aud) ffit ten 

goß, wem n unsetflte ifl, ebenfaßä (ine «ntgleidiung für x, iecen ®rab "'"^ ift. 

Utiterru(f)en »ir je^t, bie )uc 3(uäfü&cuna ted «ocgefü^ciebenen iSetfa&nnd erfoi^etlit^en 
giecf)Runsen , To jeJgt (ic6 foglet^, bot biefe Aufecft miibram finb, unb jimtr f\eigt bie ^cbtit 
auf eine ganj unvec^filtnif mäßige SBeife mit bem @rabe bec QHct^ung, bentrt^eiUrattbbabur^ . 
IJe (Sfimtnation intmet fc^miedser, unb thtUi nixi bex ®cab ber (£nbalei4ung tmmtc ^S^ep. 
^0 ttb&it man j. S. bei einet ®Iei(^ung com 4tcn ®rabe eine iSnbglei^uRg uom 6ten @rabc, 
« « 5ten j, n » B IWen , 

n ■ » . » » 6t(n „ „ n ( .Mteu „ 

«'_ „ n 7ten ■ „ * » « «ite« „ 

.> 8ten y, „ n » 28tett „ 

j^erauä folgt, ba# man tvpbt fdiweElicb uecfuc^t fepn nni, ). S. eine Qdei^ung uom 
Sten ®riibe mit Vice ^atx unmögfidiec SBurjtln nad) biefer SRetbobe ju (iifen. 
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^ixät biefec SOtet^obe liegt bie 3bee jum ®runbe, bie Setti^nung bec unmSgUcfieR SQucjetn 
auf bie S}ercd)nung neVec QButjcIn jutütfiufabrett. . ^ütin obgleich (tt jlmtteic^ec ali bic 
BOtigc ctfi^eint, fo iil Ite jeboc^ teineawcgä geeignet, bicfelie 3U MrbrdtiQen, ba bec ane^Kinf^ 
muö berftiben fiuffec# mü^fom Ht, unb DieUetc^t nvd) gr&fece 9(Tbeit etfocbect, aU mit ber 
(Eliminationdmetlobe »nrbunben tft; '%\ii biefem Scunbe. woQcn wie unt üudj hin bamit be> 
gnägm, eine fucje S^dcßeOung becftl^en )U geben, -bic f)inni(|)mb t|t, bw Stct^nurigäopftponb 
becfelben Qberfe^en jn (innen. 

^at man bic QUic^nts: 

■ z' + aiz»"' + ajr"-» + a^i» + a„ = 

becen !Q}uc)eIn ^T], w,, wj w. f1n(, fo^ ttmri man uemittetft bec befimntcn 0ifmiMen> 

formein: 

S, = - «i ■ 

Sa = — aiSi — 2aj . . ■ 

Sj = — aiS, — aaSi— 3«i 

S, = — »iSif-t — a»S,_2 — iiSt-^.... — a.-iSi — n», . 
S,^ = — aiS, — a,S,^ — agSaU..- — ».^Sj — *.S# IC. 
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6 ■ . 

B)6 «Kgemein S, = wi'' + w,? + wj^" w,' bebtutet, We ©iwtmnt Äet ^ten}cn »et 

30ucjeln ttt wx^tltsttn (Steic^ung fuccejTit>e berechnen. Umgefebtt fann tnon bicraud, wenn 
tiefe .€untnten belannt jlnti, bie Seefficienttn ber ®[ei(f)uns berechnen ,benn man ec^It aui ten 
obtsen £Xecur|tondformetn bie fofgenbtn: 

,1t = — Si 

a, = _ '"■'^' + S» 



f* - j 

'i, = _ a— iSi + «—aSg ■¥ ai.S,_i + S, 

Sflöcb ber Stnomia[f«ntt( (jat nwn fetner; 

(w — «)»J' = vr"'- — (Y)w*J'-'a + (y)w"-»a» ^.. — (jj£,)wa«'-' + a"^ 

roo burtft ('/) bec belaniite Sinomialtoeffieient auÄgebciitft »icb. &t%i man btecin fßr a na* 
unb ncicfe bie EBJertbe wi, wj, wj.... w, unb abbirt fltte JXefuttate, fo ecftiStt man: 

(w — vr^y^ + (w — w,)"' + (w — wj)''J' (w — w,)!'»' = 

nw'P — ('i')wSJ"'Si + (y)w*i^Ss — — Cj.rJwS»''-* + S,, 

rao Sj feine ftülece Stbeutiing bat. 6e|t tnan in biefec @[ef*ung fiic w nact) unb naA bie 

ffBettbe wi, W(, wj w„ unb abbict wiebet alle Kefultote, fo ecböft man auf ber linlen 0eite 

beä @Iti*&eitö]ei(benö bie p*^ ^otenjen bec iCluabtate allei: ntöglic^en Siffferenjen berCfButjefn 
ber oocgelegten ®1ti*ung, ober wenn nnr bit ganje ^untme berfdien mit 2^ bejetdtnen: 

Sj. = nSij - (V)S«,_iS» + (-l)ny)S,Sp - (,jr jStS„_i + jiS,p 

Ober ba bier bie @(ieber bec Steige, uon beiben Snben angefangen, immer paarraeife etnanbcc 
gleich r*nb, fo &at man: 

£^ = 2[iiSjp - C/jSsp-Ä + (7)S„-^s (-lW/)S^i.] 

Ita bin alle möglichen fCifferenjen b<r <3urjel gtbilbet ftnb, fo wirb man iebeömaf aeben 
einet ©ifferenj, j. S. wi— w», eine anbere finben, wj— w», bie nur im Seidjen oon jener 
Decf^ieben ift. S)a biefeö 3eid}en aber bei bec Cuabcirung uerfd)winbet, fo (inb biefe ^otenjen 
ber 2>ifTerenien immer paacneife einanber gleich. SQecIlebt man bober fn bem SoI$enben unter £p 
nur bie 6umme ber ^otenjen berjcnigen Xiifferenjen, wobei ittti jwei an^te f^urjcIn'Don 
einanbec abgejogen mürben, fo ^at man: 

1) 2f = nS,, - (»f)S,,_,Si + (S')S,p_,Sj - (-4/Hy)Sj.S^ ■ 

2iie vorgelegte ©lei^ung vom &<*" ®rabe geftuttet nun, fo uicli ber obigen Siffrtenjen )u 
bilben, als jit^ ifew n Söutjeln ju ie jroei combiniten la^tn, b. i}- "v « 2»iffetenien. SJ^ 
rennet man babcv cetmittefft bet Soefficienttn ber gegebenen @Ke{*mig bie @röfen Si, St, Ss tc.,.. 
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leitet man fcniec avi Mefen bccmiltelft itt gorme( (i) bte Gumnittt ^i, Sj, 2^ ic. (>id jum 

3eiflec ° ^^ — ab, woju bie ©utnmen S,, S,, Sj btä jum Seigec 0(0—1) evfortetfift.finb, unb 

betet^ntt man enbllt^ aud t>en Gummen 2'i, Xj, £, ic bic Soeffjcienten Ct. C«, Cj ic. biä jum 

Seiger "-r^ / To flcbören tiefe einet ®Iei(l)«ng an, beten TZ - SÖurjeln bie Cuobtate ber 

S>ifeten)en bet SOutjeln bet uotgelesten @(eid)uns (inb, hierbei ifl jebDtb nottl ju bemerten, 
bag je jwei SButjeln ber gegebenen Sleic^ung fletd nur eine X)ij7eteni ftilben. 

j^t nun bie uorgelegte @Ieid]ung tetllc unb unrnüglidie SQurjtln, utib benft man fl^ bie 
Bifferenjen betfelben im obigen Sinne gebilbet, fo finb bie Ouabtate bet SJifferenjen teeder 
SJurjeln fteii pofititi, bie Äuabtate ferner bet Xtlffetenitn jnifdien ceetten unb unmöglichen 
SBurieEn im ^gemeinen unmöglich unb eben fo bte iCLuubrate bet Sitfferenjen ber unmBgli^en 
aber niHji iufammengeböttnben QDutjeln; unb nur bie Ouobrate ber S)ifferenjen )ufammenge> - 
Mrigec unmöglicher EEBurjeln Don bet Sorttt p + qV"— 1 unb p—qV"— *< geben reeCe negatioe 
SBertfre von bec Sorm — 4q>. &üiht man baf)tt bie negatioen ^utjefn bet abgeleiteten ®[ei> 
d)ung, nimmt fie mit pofittuen 3eid}en, liebt aai benfelben bie Ouabratrauriel unb biDibitt fie 
burtt) 2, fo ttti&lt man bfe mit bem Soctoc ^f—i uerbunbenen SBectbe bet unmöglit^en 3Bur> 
jeln btr gegebenen Sfeic^ung. 3u biefen SSettben mfijTen bann enbHc^ no<b bie tecden Steile 
ber unmöglichen SBurjeEn, uetmitteljl bet beiben ®[eict)ungen , gefuc^t »erben, bie mir fCtionbei 
bet l£(imtnationämetl)Obe barge|leDt t)aben, inbem roir nämitct) filc y einen bet gefunbenen SQettbe 
fubftituiten unb in ISejiebung auf x eine gemeinfctioftlic^e COJutjcl beiber @Ieic6ungen fucf)en. 

Um na^ bicfet SHetbobe eine Qleic^ung vom 4"» @tabe aufjulitfen, mfiiTen wie eine iSlei' 
c^ung wn -k- — 6"" ®rabe bitten, beten Soefficienten aai ben ©töfien 2 mit beh 3eigetn 

uon 1 biä 6 becec^net wetben , woju niebet bie @tö|en S mit ben 3eigetn oon i biä 12 erfor« 
bectid) |1nb u. f. f . wie folgenbe SabtUt jeigt, worin a bet @tat ber gegebenen ®teit^ung unb 
m ber ^tab bet ju bi(benben @bicl}ung Ht ■ 

D = 4, in = 6, ^ Don 1 biä 6, S Don 1 bid 12 

n = 5, m = 10, :S „ 1 „ 10, S „ 1 „ 20 

n = 6, m = 15, ^ „ 1 , 19,8 „ 1 „ 30 

n = 7, m = 21, 5 , 1 „ 21, S „ "1 „ 42 

n = 8, m = 28, -E „ 1 „ 28, S . 1 , 56«. 

hierbei tritt ferner no* bet UeBelftanb ein, bag »enn bie ffljurjeln bet gegebenen ©leitöung 

nicttt fcbt Keine 3af}[en finb , wobei bie unmögtid^en (Butjeln naC^ bet Scöge beä STIobulud ge- 

fcbd^t werben, bie Gummen S jtl frbt grölen 3ablen anwacbfen, obne baf fie bobutd) einer 

^btarjung fdbig werben, inbem man uermittetfl biefer großen 3ablen ta bem Soeffitienten bet 

neuen eieicf)ung gelangt, weldie »etbältnifmdfig nur Heine Bablen finb. 9u|etbem lann ber 

^aU eintreten, laf oucb noct) anbete negatioe SButjetn in bet gebilbeten Sreicgung oottommen, 

Ol« bie oben angebeuteten, inbem beiben Ssiffetenjen, bfe im SlCfgemeine« unmöglicf) auöfaßen, 

bie reellen Sbeile ft<6 aufbeben tdnnen, fo ba| bte Quobtcte bctfelben «btafädi negotio wetben. 

Iiiefeä gicfrt jwor (tetö wieberbolte QBucjelB, itUtm gerate bie Prüfung in Sejirbun^auf wie. 
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iniftitt SBucjeln etf(f)wect wietrec M im ftobtn Qtalbt l<t abgeleiteten Qlei^imft biefe 

anett)Dbe. (£nb(i(f) ift wd} noit) bte Vuffuc^ung bec ceeKen Sbeile bec CSJurjeln )u ben'aefun- 
bemn unvBgliffeen Zt)ti[en mit ntc^t genngec anSlje bectnüpfty T» M auc^ biefe SRet^e 
tnunav; naHt eine einfactiece SRetbobe tofinfc^en^wettfe iS9t. 



jUifUnnig bnr tmnrrif«^ tfUü^m^m bnn^ bie mnnhnibrn 'Krisen. 



8)ei biefen snetfeoben »irb ein ganj onbered Vrinctp, aU auf tvelf^em bie »ocigen fi<!b gcfln' 
beten r in Vnnenbung gebracht, tnbem wie burt^ baifetbe nid}t aOein bie unm^Ii«^ QBut}e(n 
birett, fonbecn aud) bie reellen SBucjcIn ju bereiinen fudien. ^bet auc^ in Qeiiebung auf bie 
xeeQtn SQurjeln untecfAeibet ti |td) wefentlitb oon ben ^cincipien, auf bie aOe anbem (DletbO' 
ben, neld}e wie bei bec Oetecfjnuns bec tecKen SBuejeln in ^ntvenbung bringen, (id) flfifi"*- 
aSir werben fogEeic^ Oelegenbeit baten, biefcd fe^r wid^tige ^rtncip au^iufi^re^en. 

6c^Dn S). (BernouiQi jeigte, wie burd) bie recutritenben bleiben bte 3Sucje[n einer @(ei:> 
(^ung gefunben werben tonnen, aCein ^aUv ging juerft in eine fc^Arfere Unterntd)ung biefeä 
@e3ea{lanbed ein, unb jeigte gugleit^ bie 3))angt(baftigteit biefe« SSerfdbrenä. *) ®eine^t' 
nidtungcn jlnb im Xurjen bie Solgenben : 

$at man bie @(ei(&ung : 

z" + a»z""' + a»z"-* + a,^z + a, = 

nnb befiel bieft aud bra ^actoren: 

(z— Ol) (z— Ä») (z— Bj) (z— aO 

fo ccbfllt man butd) Umfe^rung ber SDurjeln bie Qlett^ung : 

i + »iz^ + atz' + ajz* a,_iz*"* + a.z' = 

unb biefe beflebt aai ben ^actocen: 

(1— «iZ) (1— «sz) (1— ttjZ) {1— «»z) 

(£ntni(telt man hierauf ben £luotienten : 

1 

1 + aiz + agz" + ajz* a«_iz"~* + a,z' 

beffen 3<iMet mir ber Stnfad}^eit wegen =r i ft^m, in eine mdt ^otenjen Don z fortftfifeitenbe 
EKeibe Don ber Somt : 

4 + A,z + A,z» + Ajz* + Apz^ + A,+iz'*' ic. 



■) latrodactio in Analyhn infinit. T. I. |>. 2T«. . ; . 
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fD nähert jid» Ut QMtient ~ ^ - beim <IB<id}fnt Bon p ler stuften OSurjel tet eerütltsten 
@(ei^uns- 3ei:[egt man ndmlit^ ben obigen 9ruc6 in bie ^attialbtädje : 

1— «iz 1 — Otz 1 — «ji 1 — a„z 

enttoitfclt ieben rinjelnen in eine nad) ^otenjen oon z fottfu^ceitenbe Sleitje, unb abbtrt biere 

fXei&en, fo ecfeatten bie beiben obigen (JoefTicienten bie Sotm: 

Aj,+i = A«!*-^' + BoyP-^» + Cui'-*-^ + No^'+* 

Ar — Aoi^ + Ba^ + Cm' + Na«* 

3jl nun a, eine xttUt SQucjel unb bem abfoluten 3c&Iniect6e nad) grilger alä jebe bet an'. 
beten SQurjeln, unb nienn unter biefen unm&gltd)e (tnb, ^i^i^fin ol^ ber anobuluä becfelben, fo 
oecfi^nrinben bei btnceicbenber (St^t von p bie ipotenjen ber tleinern SButjeln gegen bie ber 
größten, unb man Ijat bo^er: 

Ap+i Aai''+» 

AT - "Äi^ - "' . 

^ieraud (lebt man fogfeic^, wie beftbtdntt biefed iGecfu^ren i|i, inbem man nuc unter 
gewiffen Sotauöfe^ungen eine aSutjel bet gegebenen ©leictjung ttt)iiU, unb wenn j. S. bet 
gnobuluä einer unmbgltcfien ^urjel gcBfet )(l, aii jebe anbete teetle SButjet, fo fü^rt cd 
ju feinem 3tele. SDtan fiebt aber bietbei, btig biefeö 93etfa^ren ftcb barauf grfinbet: bucd) 
fucceffiueä ^otenjiren bec SButjeln bie äbttgen OBucjeln in S5ejitbung auf 
bie gri^ete SButjel jum Serf^rainben gu bringen. S)ieft ^otenjitung wirb biet 
buri^ bie Sntwicflung Iti uocgelegten £iuoHenten in eine recurritenbe 9Iei^e DoKjogen. 

2>iefe Snetfiobe blieb [ange in biefem unootirommenen 3uflanbe, wenigftenä würbe fie nicbt 
wefentlid) Detbcifert, unb etfl goudet in feinem Dortteiflitben QSetle über bie @Ieid}ungen fa^t, 
bof et biefe SRetbobe weitet auögebilbet babe, fo ba^ er alle ^utjeln bet ®[eict)ung bucc^ bie< 
felbe iu ftnben im 6tanbe fe«, unb giebt ju g[Hcl]et 3eit ütnbeutungen tiber fein hierbei befolg^ 
M SScrfabren. ^(lein leiber jlnb biefe arbeiten unooUtnbet geblieben ober wenigltenö nid)t,- 
Bffentlid) erfc^nen. 

Siiefe Semetbingen jogen nalüttid} bie ^ufmerEfamfeit bet SRatbematüet wiebet auf biefen 
(9egenüanb, unb @tem, in feiner Sbeorie ber JtettenbräAe, gab ebenfaUö recurritenbe Steiben 
an, buttb welche man bie SSJucjeln ber ®(et(^ung ftnben tann, bie aber teincdwegä mit benen Don 
Sourter angebcutetcn übcrein^immcn. 

0]}ir noCen nud» ^ier unterfudien, inwiefern biefe Snetbobe fion unä wiebec betgetleOt wer> 
bcn Innn, unb nenn wir in biefer Sejiebung feine Semertungen genauer prQfen, fo fct)eint un* 
jweifelbaft auä benfttben berucrjugeben, bafi feine erjle recurritenbe Keifte biefelbe ifl, bie wit 
ootftin entwidelt baben. Um bie Sefcftaffenbeit biefet fXeibe etwaö ndber tenncn jn (etncn, 
woUen wir ben £iuotienten in 9<Rtoten jerTeaen unb jtben einjilncn in eine EKei^e entwicteln, 
wir er^tten otöbann : 

2^ 
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10 

- ^ ^ + oix + «Ja* + ajx' + afx' 

: 4 + «fX + alx* + «Jx» + afx' 

I 1 + «jx + »Ix' + ajx* + «|x' 



1 — OjX 

1 — «ix ' 



1 — «JX 

j— — = 1 + «.X + «Jx' + aix' + aSx' 

snulHpncirt nun Mefe fRti^en mit tinontet unt entwicftit tiefet ^totiutt mit ipotenjrn 
t>on X foctfd}c«itenb , fo ct^dU man ali <loeffcienten ^aciarionäfonnen )u beflimttttm €uintnen, 
becen ClementenieigcT (1(b auf iit Soeffictenten ter oftigen Ketten btjjelieii. Wim wetten 
tcx befonbertn Stefc^affenHt biefet Soeffictenten jetst jlcf), tag bitre EBariaHonäfocmen in tte 
Sombinationöfocmen fibecge^en, ieren unbebingt wteber^orbaren (SIementc tie SQurjeln a,, ot, 
aj a. flnb. 1i ijl ba^ec ba4 obige ^otutt: 

1 _ i 

(l-aixXl-«jxXl— «3X) Cl-«.x-) 1 + aix + a»x" + ajx» + a.x" 

= 1 + <i(l....n)x + 6n...o)x» + dci...i))xJ + <5(i D)xj + '(l^i....n)x'-^' + 

f^itv iß n<tttitlicf> iai Stndjbettöjeic^en in bem €inne )ii nehmen, tag tie EXeibe nur tie 
angefangene (Entnidlung iti Ciuotienttn in eine unenblit^e EXeifte ifi. 
^t man nun bie beiben @Ieic^ungen : 

. x» + aix*-» + a^*-« a,-ix + a, = 

X— I + bix— »-» + bsx"-*-" b._,-4X + b._, = 

beren SJutjeln m, ot, «» a, unb a^-t-i, a,^ «, jlnb, fo cirftJIIt man aud biefen bie 

OuoHcnten : 

^ *> i + ^x + a;x*+....a,x^ = * + *<*-1>'' + ^^'-'(^-* • ^<*-l)^' 

^^ i + btx+b,x'+....b,_,x-« =* + *((q+l)....n)x+C((q+l)....i.)x«.,..(5(q+l)...n)x' 
WO flA bie Slmenienjeiget bet ^ont^nationäformen auf tie mit benfelben Beigem uerfettentn 
SButjcIn (Ht cci bi« «. bejie^en. SDutft bie SRuttipIilaHon beibec OuoHentcn ec^alten wir: 

< + A.x + A... + A«'+ A.»- = ' + C(l..:.)x+C(l....n)x.+e(i.....)x. + .... d(i.....).' 

3) d(4,..n)=fitt....q)+'C(i...il)<5((q + l)...ji)+Cä...q)(!(<I + l)..») 
.... + ta...qf<!((, + i)..ii) + 6((, + l)....ll) 

lei ift ober «mige tet.9l«utflon<f<aIt Ire ^KfBiinttm td nftm fiupUnltn : 
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da...q) = - .Ktf.-.q) - aÄa-.q) -»/:;fcu'...<i)-a,!IfcTi'...<i).-«'cU...q) 

'CU...,) = - .JcU...q) - .S'(l...q) -aj^'a(i...q)-.,icll...q) - a,'cri...q) 

Ä(l...q) = - aSil-q) - a,'c;i...q) - a,^6ö...q) - a,^6(i...,) - a,' ' 

E(;i...q) = - ai'c?!...,) - a,E(l...q) - a,jfc(l...q) - a,-, 

bTl...q) = — »iE('i...q) — a,EÜ...q) — >,-, IC. K. 

ee|t man bicfe SBecr^e in bie ®Iet()}unfl (3), fo ecl)dU man: 
d(l...ri)=-a,[E(i...q)+E;i..q)fc((q + i)...ii)+^6...q)fc«q+lW + +fc"('(q+i). 

■ -a,(c;(...q) +%..q)tC(q+ 1)...d) + 6ii...q) Ö((q + l)...li)+ +€8q+l)....ii: 

-a.tc'(l...q)+'c!i..q)<:(Cq + l)...»)+E<'(...q)Ö((q + l)...n)+ +E('(q+l)....o; 

-a,!:;tÖ(i...q)-|^C'(l..q)(l;((q+l)...n)?fc'('i..q)b((q + 0."ll)+ ■f(!«'q+ «■••»; 

-a,fcS(...q)-re(i'...q)b((q+l)...n)+'cti;..q)fc((q+i)...n) + +^!(q+l). 

+ fi((q + n) 

2)a bit erügtn in ben Jtlommecn ^obufte (Inb bon btv 3ocm, bit bie ®fd4una (3) an' 
Siebt, fo baben nie bieraui: 

4) fi(i...ii)= - a,t(l...n)-a£&...n) - >fc!i...n) -a,??i..n)+ 6((q + l)....n) 

^iefe allgemeine Sormei noUen wir Jet}t rpecialiilren. 

I. SMIbet man nämtid) auä ber gegebenen @Iei(^unfi Dom u"" @tabe : 

5) »■ + A,x-' + A,»-«+ A.JI + A. = 

ben 2)i»tfoc 

6) 1 + A,x + A,»> + A»' + A^i'-" + A.x- 

unb btntt ild} ^efen )unfl(l)fl in bie beiben gocioeen jetlegt: 

(1 + a,x) (1 + b,x + b»' + b,x> + b ,j,>-') 

fo bat man in bec obigen allgemeinen gotmel (4) q — i unb babet: 

6(l....n) = — afcU...o) + <5(2...n) 
J^ierau« folgt, ba — ai = + «i eine SBucjel bec ®Iei4ung (5) i|t: 

„, _ E(l...ll) d(i...n) 

fcl;!-») 6cl...n) 
QBix ^aben abec oben gefe^en, baf untet gewilfen Stbingungen: 

^ _ fc(f...n) 
e(l...n) , 
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iint e« mafft« Met Wtf« BiNnjuna«! fo 6ef*o|fen fun, tof ^-^ etee l)ttf*niinbetrte 8tSf t 

t(i...D) 

i% ^i .r'9 tabet ai lie 8Ci^$fe SSurjcI in bem ®{nne, ben wir fcü^tr angcbeutet ^ben, unk 
reeff, fo (inb bie Keinen: 

_i-^ = < + <) + -!(^)' + «K^y + .5(i;)' 

1 — Oj— 

«1 

1 — «■ — 

«1 

wenn aut^ Iinter ten Qc9$cn at (id a. umnBdIitbe fSJucjeln Doclommtn foKten, conuecgirttibe 
gteibcn, unt bA^ec in tem ^tolutte tecfclbtn: 



7) 



1 + 1 CC2...11) + C^)' d(2....ii) + (1)' Ö(2...n) (t-) )5(2...i,) 



tto it{6 feie 3cigei: 2....0 auf feie üBucjrln «i....«, feejte^en, feaä ®Ii(fe (— / d(2...B) bei ^in* 

«i*entec ©röfe »on p eine uerfcftwinlienfee @t5fe. SWuItipIirirt man afeet tiefe« ^ro6u(t noc^ 
mit feem Soctot: 

—^ = ' + <^> + -'^i-?' + -sc4'' + "•'■^f 

1 — «1 — 
«1 

fo erhält man fead ^otutt: 

8) 1 + ^ca...D) + (^)'du...D) + c^)*c(:j...n) + c^)'d^..D) 

tn weichet dteibe fid} bie @liefeer einer (Sctnje nähern, bie bie Cumme bet obigen Steige (7) i(t. 
lEä iinfe tMfier feie ®Iicfeer betfc^en enblicf}e COIectfre unb ber Ciuotient: 

/' c±)'-"cu...„) - «. fe«.,...) 

deW nodi eine ceifctininbenbe ScSfe, ne4Wt «n* unter tiefen Sibinjungen »et OutHint: 
l5(2,-a) 
'e(4...D) 
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bieft Siflcnft^aft befi^t. Z>ieft$ ift alfo (er nfU SaO, b(t mit Sourinä unt ituc^ Sulet« 9(n> 
flaiteir gattj genau flbeteinßimmt. 

II. 91^bmen mit ieQt ten jaxiten f^edcQen SdQ (er allscmeinni Sontiel (4) unt jectegen 
(cn S}it)iroc (6) in bie betten Sactocen: 

(1 + aix + as»»)a + bix + bax« + .... b^.x""') 
fo tfl q = 2 unb wir f}al>en babcc bieftn iSiect^ in bie Sonnet 9, fidifUtuirt: 

fc(l...,n). = - afc(l...ii) - a5c!l....n) + <5(3..,;ii) 
ober ba in tiefem Solle : 

ai = — («1 + aej) uHb a, = aiot 
■ 6(1...d) =^ («1 + o,fS(l...n) - «i<:Ä'(l....n) + 6(3...ii) 
unb ^ietdutf folftt: 

9) «. + «, = «i«,'c?t...p) + fc(i...D) __ 6(3....a) 

J&in: wirb ouf biefetbe ajeife wie »ocfei« beroiefen, bof ^^'^'••"j eine oecft^winbenbe ©töge 

C"(l...n) 
ifi, wenn «i stftger ift aii jebc ber QBurjetn oi bU o. bin. Gt^ceibt ntou je^t bie bciben 
Qlei^ungen : 

10) «, + «.= Wc;i...q) + fcq-n) 

'cU-n) 
«) ^, + ~, -«f^cU-n) +^C(i...n) 
fcCi...ii) 
unb etimtnict matt au^ biefen beiben ©(eic^iinsen tnot, fo ertjjKt matt: 

12) o, + oj = J^. • ,,. — ^-1^ ; eben fo ec^» mon : 

6 - 'c'.'c* 



«) «.«, = :^p-^ ^ ,^ 

»0 bct jtdtje weden bei ben @t9fcn 6(1. ..d) bie Btiget bee (EEemtttte nxgflelaffen |inb, worauf 
de f14 bejie^cnf fo baß man fle nur einfach ali SoefTictenien ber ^nuvtreilie anjufe^en brauet. 
S)ie leitete Sormel ^mmt gott) genau mit ber tion goutier gegebenett 9t(ge( äberetn, bie 
erfltre abtt nid)t, benn biefe ift bei Souciet miti unfecer lßejn(4nun9dai;t: 

.._ 6 .'S' - 'g'.'g' 
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übte Mcfe SAtmel ifi offcnkc nnri^Hg, fc^on megcn Itc Un^Ini^beit itv !Dimen(ioHen. <t6 
(ie^t aber ^tec noc^ eine Unrt^tigfeit vtcborgen; bie obigen ©[ei^unsen 10 unb 11 fwi ntlfinltd} 
itrenKfi^, fo bati t^ unt) «a nic^t shtcf) gref, (. E). nitbt trtebet^Dltt SSurjeln ober ;ufamincnge< 
^Bcige utimQgUc^e SSJuc}e(n finb- Siteftd (egtt tiAmtic^ auf bett eiilett SHid bie (Sieic^twg 9 
in ber gorm nömfid), in ber wir fit aufgeiteüt baben, inbtm wenn ai=-ai bie 2B«cjeI ec, mit 
«] unb jeber folgenben Wuvitl »ettuufdjt necben tann, unb immec roitb ber le^te ^uiotient eine 
tiecfi^niinbenbe @töfe bteiben. €inb aber «i unb aj gleich grof, fo tann man feine folt^e 
SJerfdufcbung ntac^enj inbem fonfl ber le^te Cuotient Ridjt berf^niRbeh Souriec fogt aber 
auäbrtlcfli^ , ba$ er I]iecbU):c^ llnbet: U aomme s + t dei deux premi^Fes racines de la 
propofl^e: et comme ia premiäre est coanue par une Operation pr^c^deote, on conoalt 
aussi la raleur t de Ia seconde raclne. 3>iefeä i(t aber nii^t wabt, benn Wenn man bie 9But> 
jel 9 auf bie borberge^nbe SBeife gefunben bat, fo tann man s '+ t nt^t me^r auf biefcm 
üSege |1nben. Z)ie gocmeln 12 unb 13 jinb aber benutzbar, nenn «t unb «s niebetfiotte oltcc 
juratnmengcbünge unmSgfl^e EQ^ucjetn (inb, bie boi^ec auf biefem SSege gefunben werben 
tiinnen. 

m. 3erlegt man ferner jum Sebufe tti britten fpecieüen gaQed bet aagtmeinen formet 
(4) ben SDioifoc (6) in bie bcibcn Sa^toren: 

(1 + aix + aix« + aii3)Cl + lux + b»x» + b,_,x"-') 

fo ift q = 3 unb man bat bab« = 

fi(l...D) = — aicU-n).— a?ctl...n) — aj^(l...n) + (5(4...n) 

Ober tu in biefem SaUe 

ai = — («1 + «s + a»)i »s = («1«* + *Hfj + ojai) unb aj = — aiOttcs 

fo bat man 

C — (« + Bj + «3jC;— (ai«, + «ias + aj«j)C + Oi«tatC + C(4...n) 

unb'biecauä folgt: 

^ + a, + aj — — tti«»a3 C+ {aio, + ttitt» + ggCj) C + C ^ C(ft...n) 
'C" 'cU...n) 

J^ier i|l ebenfaUd .J, '"" ■ eine tierfcfjniinbenbe ®rÖ$e, wenn «i grBf er aü (h unb jebe ber 

folgenbcn QDurjetn; iit aber tn auä) größer alö ot ober «3, fo liSnnen wir biefe Itgtem SSax' 
)e(n mit ieber ber folgenben bertauftben unb itttS wirb ber le^te Cuotient eine Berfcbwtnbtnbe 
Qv'ift bieibeni wir (Bnnen baber afäbann teimn Sebraud) fion biefer SStjiebung ma^cn. Sinb 
aber oi, oj, a, (^eitbc grege QSurieln, wobei aucb jweitiontbnenjufammengebüngeunmBsIitbe 
fSJurjeln feqn lilnnen, bann t|t feine foI(be Sertanft^ung geflattet, nnb man fann aldbann 
bie brei ®lci(bHngen auffteUen: 
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, __ afc'+ a^c'+lc' 

l — 

a, - — a^C'+a,fc-f£' I 

^c' 1 

toorauä tie ^r» ®tä$«i ai, aj unb a^, unb biecnud bie btei CSJuTjcIn ai, «j unb «3 betedjntt 
tvccbcn tonnen. Sat Diec unb tne^recn ^utjeln jeigt itcb senou bafTelbe. SBid mon bubec 
buri^ biefe Sttt^obe aUe SQurjetn tinec @(ttcl}ung fennen [ernen, To gi^c^t tnaR bie ©leidjuns 
von iwet 6eiKn an, inbem man burd) bU uorbefdttiebcnc Otletbobt bie größten, nnb bucd) 
Urale^rung bec EButicIn bie Iteinfien ©urjetn fud)t, roobei (ein SaH benlbov ift, fowoW 
in SSejiebuna raieber^oltec ceelleE ober iptebecbolter unmbgndjec QBuc}e(n( bec ntc^t ^t\Htxviv<- 
ben fönnte. Surct) @ub|lttution ijl man olöbnnn juweilen im 6tanbe, jebe SOucjet )ur tIeinfVen 
ju mo^en unb auf biefem OBege ju finben, ®ebt bicfeä nicfet an, fo muf man bie gefunbenen 
QBur]e(n auö ber gegebenen ®leicf)unfl berauör^affen unb bann miebec bie si^B^ten unb fteinfltn 
SBuEjeln fu^en. Zitefeö ^erfa^ren ifl abec äu^etfl mü^fam, unb fe^r bäujig tritt numentri«^' 
bei fe&t na^e [iesenben Sajurjeln ber SJaO ein, bo^ bie recucrirtnben Keiben ft&t weit entwideft 
nxcten mflffen, bi^ man eint ^inreic^enbe Slnnä^etung an ben QBect^ bec QBurjel ec^iHt. Sec> 
net bat man, um ben @cab bec (Senauigfeit ber SBurjel )u beflimmen,. leine anbere Siegel, alä 
buttb Sececfinung folgenbec Quotienten bte Slnnä^ecung an eine ©rdnje ju btoba(6teii, mX^ti 
ebenfaKä tie fXec^nung ecfdiwect. 

Snwiefecn nun biecbutc^ ^ourierd in feinem Expos^ s^noptique angebeutete SNctlttiie micbet 
betfltfteat ijl ober nicfet, »iß ii* ber Seuctbeilung be« Seferö flbetföffeo. Jäc bi< beiba> ecftin 
SSHc)e[n i|i fie unjweifelbaft biefelbe, beten Unric^ttgteit aber offenbar i^. 3n Sejiebunfl auf bre« 
«nbere, in i^ccc ©röf e uerf^iebene SHJacjeln , E&nnte man ^* äbrigeni leitfet »erteilen rciTfen, 
bte Slufgabe im 6tnne Soucietji buc(f) bit Gleichungen 14 fär gelöst ju Ijaltni, welctjed boifi nidt 
bec Salt tft. %^i biefem @runbe I)abe ic^ mAi bie mxi ber aUgemehien gormel (4) bett)Ocse° 
lienben ®Icit&ungen in S3e)iebnng auf bie 4, 5 ic. grBften SQurjeln nic^t aufgegeat. 

^i bleibt xmi ie^t nur nod) äbrig, ^u unterfue^enj tnnriefem bie retutttcenben Sleiben, bie 
ettm in feincc S^otrie ber Aettenbrflc^c entwitfelt, gengnet finb, bte Aufgabe ju (5fen. IBci 
liefet ONtt^obt vetlen ebenfaßö bie GSurjetn bec ®Iei^ng vetenjirt unb juKtt na^ unb nait). 
$at namtift bie ®!ei(t)Uflg bie gorm : 

X- + Aix— » + A.x"-» + A__ix + A_ = 

fo berechnet man bie Gummen btr Ipotenjen bec S8ucje(n ih aa o. nat6 ben befannttn 

Sormcfn ; 

Ua) = - A, 

S^a) = - AtS,(«) - 2A, 

S,(a) = - AiS,(«) — AÄ(a) - 3A, IC. 
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S)iefe @r$^tn Si(a), S^a), S)(b) k. biittn tiit etfle tecutxirentie SKtibt, in welc^ec bCT 
Cluotient 

s....i(«) _ «;-*-■ + c;-^' + a;-^' ...■«;+ ' 

S,(a) aj + aj .+ «J .... oZ 

fi^i, wie wie fdton ftfibec gefe^en Valien, tec (StSnit (h nähert, n>^nti «i bie gc^gtc ^ucjcl ijl. 

fllud bitfec @utntneniei^c tann man wieler uetmittelfl (er Formel 

2S.(«ia,) = [S,(ß)]« - S,.(b) 

eint }wette Steige beregnen, teren @Itebeir bie 6ummen itv ^ottnjen aKcc Vntben tet 3Bui:< 

leln enthält. Silbet man ba^er 10 bierev EReibe ben Ouotienten: 

2S,,(chtt») _ «;<»; + a'a' + <«! + 

2s,_i(,«ia2) a;-*«7-* + ttj"*«;"" + a;"'«;"* + 

fo nähert fi^ UvftlU Uv ®cftn)e OitH, wenn oi unb «s jebe gti^ler i|l, alä jtbe ber fofgenbcn 
5ButjtIn. 

Muf t)ief%Ibe SBtife ec^(t man nud} bcr gocmet : 

2.3S,(«iB,(r3) = [S,(a)]' — 3S,(a)Sj,(a) + 2Sj,(ß) 
eine tcitte Slcitje^ in btc bie aufeinanbec fofgenben @Iiebei: CnDtienten bj(beit, wel^e ftcb ber 
^@tdnje aicttai nähern, fobalb jebe bUfer CEQutjeln gtSgtt ift alä j'ebe ber fbtgenben u. f. f. 
Siefe« tft fcfton uiJßiff binreidjcnb, bicfe iDletbobe inä £i(i)t lU fegen, unb ju jeigen, bog feiet-: 
bur4 bie ^{afflabe aaerlin«« ^tlHt ijl, aber auOi jugleitb, baf biefe SHtttiobe feöc^fl mn^fam ifi. 
Die treHen BJurjetn flehen auä ben obigen ^ormetn unjweifelbaft feeroor unb für bie unmögli- 
Attt t-diSÜ man aai btnfelben bie Ono^uli. .^ier bilcffe ti nun leii^tec jum 3ielt fi]()cen, ju 
ben flnebulud ben SSJinfel nuc^ anbern 3)teti}oben ju fuAen, ald no^, wie @ttcn O0tfd)tJiat, 
anbete 9teiben ju entwideln, auö weli^en man bie €ummen bon-iwet, btei unb mehreren bet 
gtSlem QBur}eltt er^älL 

Unterfu^t nuof feiet ben nKtfeigen Vu^anb bon 9(rbcit, fo jeigt fit^, baf bie J^au^tteifee 
eben fo mdfefam ju bcrc4>nen ift, ali bie gcwbfenlidte recuctirenbe EKeifec, inbem bie 9e» 
cutflon^fcate fifi.bie g(ei<fee ift; augleii^ aber, bcf ße weitet entwidelt metben muß aU biefe, 
nrtil fbre lOmotieRtcn langfamet conbergiren- Sei btn folgenbcn 9ttifeen ferner bebarf man 
)war fttti trat einiger aufeinanberfolgenber ©Hebet, altein wenn biefe noc^ feine feinteicfeenbe 
eonvecge»! ftegeben, wetcfeed getabt bei bet @Iei(feung com 5t« QtaU bet Sali tft, weI4e 
ettrn nacfe feinet SDIetfeobe IBät, fo muf man noi^ nadjfolgenbe enhvtctrin, unb ju btefem Se- 
feufe bie i^auptveifee oft fefec bebeutenb erweitetn, wobei man bie ®enauigfeit ber gefunbentn 
SBurjets mar burd} bie lEntwidlung na^folgenber iCXuotJenten ecfäfett. QBenn.ba^rmefetere. 
!S3urjeIn jiemlid) nafec Hegen, wie Mcfeä bei ber obigen ®Iei(^uflg ber SaU ifi, fo i<t biefe 
SRetfeobe 4ußet|i ermübenb; fo finbet Gtcrn bei 56 @[iebetn bec ■^auvhrei&e bie nafeeHegenben 
SSurieln nitfet einmal in ben etilen 2>erimaUn genau, wie man in bem Solgenben fe^en wirb, 
wo bieftlbc Öleic^ung nad) bet neuen SRet^obe bcce^nct wotben ifi- ^ 
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Sei unfectc neuen aitetbote bringen mir tai gleiche ^cin^ in ^Innenbung, auf welt^eä 
0(6 tet SebcauA (et recucritenbcn ERcifjen gtünbet, inbetn nir ebenfaUä buct^ fortgefe^M 
^otenjiren bie Keinem SBucjeln gegen bie ftcSgern jum SBerfd}tvtnfeen brinae«. Ziiefe ^ten^ 
jirung Riicfe aber bei biefer 3Ret^ote auf einem ganj nnbetn GSeje i}DlI}ogen , unb jmac tutd) 
iie Idnsfl fd}en bdannte, aber bid je^t noä) nii^t jn biefem 3wecte gebrauchte Ouobtirunft bcc 
OBuejeln, wotuctf» man (idtecer unt rc^neaei lu bemfelbe» 3ie(e gelangt, aK bei irgeiit tinec 
bet bi«t)eT betannten Snct^oben. 

J^at man ntlmfii^ tie Gteitbung: 

1) a-x" + a,_ix'-^ + a,_ix"~* + ajx' + aix + at ^- o 

unb fe^t man in betfelben x = V'xi, f» et^It man, racnn n eine gecabe Sai)l ifl: 

a.xi» + a,_(Xi' + aixi + at = — [a— iXi» + a,_3Xi' «ilV*! 

<£in dfenlidied EXernltat ttftSlt mm, nenn n eine ungerade 3a^ i|!, nut urtcb «madn -/xx 
auf ber anbem Gelte beft ®[eii$^etfä}eic^end aU Factor jle&en. 3n beiben SiltUn n^t man 
abet, wenn man auf beiben leiten it6 @Iei[Ot)eitdjeid)enä jum Cluabrat ec^ebt unb bieriiif 
aOe SlitbCT geocbnet nieber auf eine Geite betf @Iei(4^eitäjeid}enä bringt : 

2) aix: + [— a;_i + 2a.a,_3]xi"-> + [+ai_ii — 2a„-ia._s + 2a. a,.«!^:-» + .... 

(-l)'[a;-,-2a,_j+.a,_,,,+28,.j,^,a._j^, (-13»2a,_p+,a,_j,.,....]x-i' 

C-l)"-»[ai - 2a,ai + 2ata,]x; + (-J)"-^[af - 2aaa«]x,+ (-l)"a5-= o^ 

wobei in bec tEntnitttung bti oUgemeinen SlicDed babutcf) @ti!fnjen gefehlt finb, bafi bie Seiger 
m(4t unter unb niitit aber o fiinnudge^cn. SBir moHen tt^ biefe gormel fär bie gavi^ftnlid) 
trottommcnben 3d((e fpedalifiren unb hierbei ben Soefficienten a. = i ft^cn : 
n = 3, xJ+[— aj+2ai]xj+[aj— 2a»ao]xi— aj=0 

n = 4, x;+[-aJ+2a,]xJ+[ai-2aA+2a,]xI+[-a;+2aaa»Tx,+aS=:0 
o = 5, x*+[-^i+2aj]x;+[ai— 2a*a,+28i]xJ+[— ai+2ajai— 2a4ao]xä+[a;— 2aa39]x— aS=0 
■ We, «t+t-a;+2a»lx;+[ai— 2a,a,+2M]x!+[-aJ+2a4ar-2ajai+2ao]x; 
- +[+ai-2ajai+2a»ao]x;+(-aJ+2a^,]xi+aS=0 

3» 
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u. f. m., niorauö man jte^t, tag la6 SJItungdgefe^ bieftc neum Slttt^uns fc^c einfaä) ift, unt 
taf |ie, tDie f^on län^fl bddnnt, tbenfaUö Dom □(»> Stofce itl. fDo n>ir ieboc^ nur teäwegen 
bie oMfle 9ejctd)nung bec (£ocfftci(nten etngefä^ct t)dbtn, um tiefeö Seft^ beffer iibctfeiten ju 
fünnen, fo wollen wir )u unfexec fcüfteren Sejcic^nung (urfidte^ten unb bie gegebene @lcid}ung 
Don ber Sorm: 

3) X" + Aix"-» + A»x"-' + A,_ax" + A,_(x + A, = 

annehmen, tntwlifelt man aai biefec Slei^unfi nn^ ber obigen EXegel eine neue ®Iei(t)ung, fo 
erMIt biefe bie fform: 

x; + Bix;-' + B,x;-* + B„_ix; + B.-ix» + b, = o 

ijecfil^rt man mit biefer @[ei(^ung nuf biefelbe SBeife, fo eri»2It man bie @[ei(^ung: 

x; + Cix;-' + Csx;-* + c,^x^ + c.-ix, + c, = o 

unb aOgefflein cr^It naäi m Operationen bet Qludbrud auf ber linfen <Seite brö SleidjEieitd' 
jeidten^ bie Sonn: 

xi; + Pixi-» + p,x;-ä + p,_,xÄ + p._ix. + p, 

Siurd) biefeä fortgefeßt« Ouabriren btt ÜBurjeln btr urOirünglic^en Sleit^ung ^gt dbcc 
bec @t!ib ber ^otenj fe^r bclb in bie ^Stie unb nie noKen je^ unterfui^n, toai btr (frfolg 
biefer Cuabrtcung tft. £)ie Soeffictenten ber gegebenen Sleit^ung (3) fmb I>ctanntlid) Sombina« 
tionöformen obne SOieber^oIborteit ber Elemente auö ben n QButjtfn «i, ag» «3....«,, ber 
®tei(^ung, nnb biefe fBmteit wirbaber, wenn wir biefe Sombinationäformen mit C be}eict)nen, 
auf folgenbe CEEktfe tungeOalten: 

Ai = — Ä:i....o) = — Ol — ^2...n) ■ 

A, = + Ä1....D) = «1A2...D) + ^2...ii) 

A3 = - ^l....n) F= — aiA2....n) - A^—a) 

A, = (-l)^C(i...n) = (-lVCÄ2.-n) + S(.2...d)) 

Sei fortgtfe^ter Oiuabrirung ber QBurjeln unb wenn tn reell' unb grögtr ol^ jebc ber <in< 
bern ^Bu^jeln ift, wobei ntir bec abfolute 3ablwertb, unb bei unmög[id}en SBurjeln bet ZakU 
wertb bed SDlobuluö in Setracbtung fömmt, erlangen je bie erflen ber bciben ©nippen Don 
«lombinationöformen, in weldje wir bie Socffitienten jetlegt haben, einen fiberwiegenben ^ettb 
aber bie< legten , fo baf , wenn wir bie SocfHcienten numerifcb bereden , auf bie erflen q Ziffern 
betfelben bei ^inreidjenber ^njubl bon folcfien ■Operationen, bie jnieiten Gruppen leinen l£inf[uf 
mti)V hüben, unb man bat baber atäbann, wenn r = 2" ber Stponent ifl, ben bie 3Bur)e(n 
tiad) m Operationen erbalten ben Sluäbrud: 

4) Ä--«:x"->+o:(!x2....n)x-«-«:^2...n)x"-'' (— i)-'ofc^2...D)x+(-l)-a'ai!...n) 

wo fich bie <lombinationäformen natürlid) auf bie (SIemtnte a^, a^ ...«; bejieben. 3^ unter 
iitfen 9Bur}tIn at reell unb größer ali jebe ber anbem, fo t5nnen wir in iBejitbung auf bie 
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©tbfen i\2...D), Ä(2...o) ...."^2...d) ganj tie oocigen ©tbWffe jie^tn, m\> wie Iwben tn^ec 
tic gotm : 

X" - «Ix-' + a;^x"-a - «>;ä3....n)x"~'+ ....(-i)"-'»ra;C(3...n> + (,~i)'a{a\(f{3...B) ' 
etnb dUe fOJurjeln cceU unb »on Otvfcbiebentr ©ruft, fo ecttfllt man enMi^ ben^uätruft: 
6) x" — a[x'~' + or^aj»""* — ajajßjx""* + ( — l)"«;«;**; «; 

S&ei ber nunterifc^en iSeret^nuns muf man jucrfl bejlimmen, n>ie nitU 3iffetn bon bet 
38urje( gefunben merben foKtn, ol^bonn tvtrben bit doefTtcienttn aucb nict)f übet biefe @c(inje ' 
t)inaud eiitroi^elt ober i}&ct)fttnd um eine 6teIIe tveittr, batnit man bie Ir^te 3if?ec btr SBucjel 
befio scHduer eibält. 91&ed, roaä nicht innerhalb beö S5eceid)ed bierer 3iffern fäOt, niitb niefigt° 
werfen, unb man mu| baber genau bcn fXang bcr festen 3ifFer bcc Soeficienten angeben, nicl> 
(fteß, »erat bie ffoefficienten fe^r grege 3übUn (tnb, jw^cfniäfigtr bur(ö.-eine 3ab[/ aW burdj 
angehängte SluKen gtfd)iebt. SBIetbt man bei Mefer Berechnung innerhalb iti IBerei^eä feet 
logoritbmifthtn S^afeln, mläftd meijlenä ber SuQ i(lf fo matten (ich bie richtigen ^bt^rjungen 
Don felbft, unb ber Kang btr Soeffictenten mitb butd} bie JCennjifern ber Sogacit^men angege- 
ben. 3n bem iSecIaufe bicfer dlechnung roerben bie nachfolgenben Cuabticungen btr Gurgeln 
immer Uiitita, weil fict) bei ber obigen 9{nna&me über bie S5efd)a|Tenheit ba aSurjcIn bie 
Soeffitienten ber folgenben ®Ieichung immer me^r ben Cuabralen ber (^öcffKienten ber nScf}|i< 
DOtbcrgebenben @(ctd)ung näheren , unb »a^fen f!e enMich nur auabratifd), melchtr SaQ not6> 
mtnbig eintreten mug, fo hat bie ®röge auf ber linlen €5cite beä @Iti(hhe>t^it>c6nid bie 3orm 
wie N". S erlangt. 

3ieht man al^bann auä jcbem <£oefficiettten bie r" Wavitl unb biDibitt ieben nadifolgenben 
burd) ben nÄdjflBotbergebenben, fo ethÄIt man bie abfoluten 3ohIwetthe ber SSutjeln ber wot= 
gelegten ©lei^ung. 951ün nimmt natür(id) bei biefen aDurjelauöiiebungen nur bie reeÜCen SBur- 
jelnr unb benimmt bie 3ei(hen bccfelben burd) einfache 0ub|ittution ber näthlltn @rän)wertt)e. 

€o erMlt man ). ^. ava Ut folgtnben Gleichung eine dteihe finbcter @(ei(hungen, in ber 
bie QBurjeln jur 2'«", 4"», 8«" u. f. m. IDotenj erhoben finb: • 

1» ^otenj : X* — 14x3 4. 59x» — 94x + 48 = 

2W ,, X* — rSx> + 945x» — . 3i72x + 2304 = 

aNacht man ie|l;^.®ebraucf) uon ben Cogarithmen unb f^reibt man anftutt Ui ({oeffi<tenten 
bcren briggifche Logarithmen, fo erhalt man : 

4" Votettj: X* — 3,6226284x3 + 5,6050906x* - 6J564097x + 6,7249650 

8» ,^ X* _ 7,2248964x» + H,0583835x» — 13,4516890x + 13,44993W 

16» „ X» — 13,4494399x3 + 22,0840414x' — 26,8998664x + 2:6,8998600 

32" „ X* — 28,8988797x3 + 44,1667624»» — 53,7997195 + 53,7997200 

3eftt wachfen bei folgenben OLuabrirungen ber SSJutjetn aöe SoefRctenten (juabratifth, unb 
man hot baher 
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,^^^^ ^ 53,7997.98 ^44,1667684 ^ „,„,„„ ^ ,^, 
,^^„^ ^ 53,7997MO- 53,7997195 ^ „_,„„^ ^ ,„^, 
SKtin aberjeuftt Rc^ aU\xim febt leitet, &d$ bte «ISuqem ftimmHi^ pofitiD unb ba^ baber 

S)ie Sece^nung (ctationalec SBurjeln ina(6t üffenbac leint flrö^ecen G^ttnengleiteti unft 
fflon erbätt ^iecdti'eftenfaaö 7 jubertfiflTrge 3iffetn Ittfttben, beiirt nenn <iu<6 bie legtet) Siffetn 
bec Sotfficienren tmmtr m^nn mvim, fo'gebt biefe Unfit^ec^eit bei tec fSJuqelauätiebung 
tvtebet ^rrlorm. 

W^ wttUtn je^t beit ^aU unterfudjen, wo bie Reiben Sutjeln ai unb aj b«ibe flleid) fltol 
(inb, inbem fie entweber mebecbolte ^urjtht, bie aud} entaesengeft^te Beteten haben tSnnen, 
ober iufammengel)ötige unmBgCi^t QBurjeln |inb. ^Idbanii bat man in bet oorgelcgten Ofcit^nns 

Ai = - Al--n) = - («1 + Ol) - d(3...a) 
A| £= + fc(l....n) = «1«» + (« + «i)Ä;3....o) + ^3...n) 
Aj = — Al....») = — aiaih^3....a) - («i + «j)Ä:3....ii) - i\i....B) 
A* = + Al-a) = + oi«/'C..-n) + («1 + «Ä.-.n) + Ä:3...n) 
A, = (— !)'&(<. ..n) = (— l'[<*o51:3...n) + (a + a,^c(3...n) + ^Z...a)] 
ßei fortsffe^ter Onobicicuflfl mäiTen auc^ dier je aUe folgenben ®tuppen, in taelifee wir bie 

Sombindtiondcldffen aecUgt bobcn, gegen bie tvfU uerfdininben unb «tt erboften bo^er, na^ 

m OperoHonen bcn iUuöbtutf: 

x«_(a;+oj)]i— i+ojajx— t— «;B,'(:(3....n)x"-J+«:«;&:3.,.ii)x— * (— l}-a:<»ict3...n), 

wobei nod» ju bcmcrfen ij), baf wenn («r + o;)ä;3....n) gegen tt^oj^nic^t in 3Vetr<td}tung 
Hmmt, auA tut^wenbig d(Z...n) neben «; + «; t>erf(f)wunbcn ijt. 

€iinb oMbonn bie betben fOJurjeln oi unb oi wieteciioftc SBuriebt , fo iA bec jweitc Soeffi= 
cient «r unb cc mSöiit Itthtt bei Mncei^enbet @tfife öon r qualrdtifd) / weld)t« lad 3ei{f)en 
iß, b<]$ in Sciie^g auf btefe SSurjeln bie £luabcicung nidjt weiter foctgefeQt ju werben bttia^r. 
2>er erße S^eificicnt ijt obn in biefem ^atit Sa[ unb ti wSiS)it ba^er bie ^fflfte befTelben 
(luabratircl)/ welt^ed lai 3cid)en fäc wieber^olte (QJurjeln i(t. ^iertiutf tann natürtic^ oi »ie 
Doc^in gefunben werben, worauf man no^ bie Beiden bon «i )u bejUmmen 4at. WHiitit aber 
bet erlte (£oefficient ni(t)t auf biefe SBeife, fo fc^Iiefen wir auf iwet lufammtnge^ftrige unmiSa=' 
licfif SSurjetn oon bcr jocm : 
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«1 ^ fifiosqi + smlf^/'~7■i) 

unb ti ifi: a^cc'j = q'' unb «; + «; = 2p''cosr9). STtan finttt bd^er burd) b'en jroetten 
doefficienten bcn snobufuä bcc beibcn untnösli^en OQuTtcIn, ipdju tvtr ben !S)mfeI n<i(^ ttntv 
eijt fpdter ju (nttvicttinten EDItt^obe fud)en. 3fl femet bie brit» fSucjcf «j ceeU unb griifer 
flia j(be ber folflenben, fo ntaä)ttt mit itt ^Sejiebung auf ble@cöfen ^3...n), ^3...ii)....^3...d), 
mo pdf bie Sktnentenjnstr auf bie (Svifm a;, «;....«: bejie^tti, aonj bie gfeidien e^läfTe, 

bie mir oerfein in Sejiebun« auf «i unb bie @rB$en ^l...o), ^(l...n)....Äl— -n) itma<iit 
bdben, unb jmb ai unb a* jmei »iebtcboUe ober iufammenge^BtJge umnSgU(t)e SBucjeln, fo 
aiU Den biefen baffeliic, niaä tvii: fo eben uon «i unb «s sefidt ^ben, -unb fo fSbit man foct, 
immer biefelbcn Gcbläffe miebrc anjuivtnb'en, btö man bie SRobuli aller unmilgttc^en !a)ur}ftn 
unb oKe reellen 2Pur)tIn erhalten f)(it. 

S}at man i. S. bie ®Iei^iina: 

X* — 5x' + 13x» — i9x + 10 = 
fo erbält man burd) bie fucceitlotn Ouabricungen btc S^utjeEn ; 

V q)0ttn): X* + x^ — »> — lOlx + iOO = 

■i" „ x" — 3xä + 403x» — i0401x,+ 10000 = ft 

iOei btn folsenben (inb bie Soefftcienten buc^ bie btia^ifAen Sogaritf)men bccfelben ^ectcben : 
8« ^Ctenj: X* + 2,9014583xJ + 5,079l921x» - 8,O0OS2Mx + S.OOOOOOO 
16" „ X* — 5,596S202x> + H,2410312x« - 16p00«)076 + 16,0800000 
32» „ X* + ll,2837S60x' + Z2,J510053x» — 32,(Km0O0Ox + 32,0000000 

64» „ X» + 21,8996504x> + 44,7339617x» - 6^,0000000 + «,0000000 

128" „ X* + 45/008988ax^ + 89,46S153lx» — i28,0000000x + 128,0000000 
iSon i«%t an «M)it ber jweite Soeffictent qualtatfft^ unb man tttiSit ba^er: 

; , 89,4681581 -^non^«. 1 . 

logß» = ' .p ■— 0,6989700 = logS 

S^a aber aw^ bie folftenben SoeRUienten quabraKfc^ nat^fen, fo M man: 

, 128 — 89,4681581 „ ,„,„,„ , „ 
logOQ = js^ = 0,3010300 = log 2 

log«i = ^^^^^^^ = 0,0000000 = logt 

3la$ befannten EXe^eln finbet man femet oj = + 2 unb a* = + 1. Siie weitere 9cftint> 

mnns bet unm&stic^en CQJucieln hat in biefem galEe (eine Ct^mieirisleit, benn man ^at bie tie> 

fannre Sejie^g, menn pCcoiy + ■inyv'— 1) unb picoatp — sioyVl) tiefe fJBurjeln finb: 

2pco«y + 2 + 1 = + 5. J&ietaud fotflh 

^cos9> = 1 unb biefed giebt ' 

3» 
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^siii9' = Ve* — ^co5*9> = -/b ~ i = ^ 2. (ii iH taftw : 
«1 = i + V-1 
«a = 1 — V— 1 
SeceAnen wir fem«c miti terfelben aRet^»(t tie fOJucjeln btt ^leic^ung : 
X* + X* + »' — 2i* + 2x — 1 = 
ivetcbe duA 0tccn na<6 feiner Snet^ote, ober nic^t mit ^inceic^bec 9iundfttining gelöst ^or, 
fo et^altert mir bei (en iCXuabrirunsen natfa unb n<i(^ : 
2« ^Irtenj: X» + X* + 9x» + 2x' + 0x1-4 
4« ,' X* + 17x* + 77x' — 2x» + 4x — 1 
81« „ X« — 135x* + 6005xJ + 646x' + 12x — 1 

16" „ «* — 6«5x« + 36JM469x3 — 273466x' + 4M6x — i 
3n tien folgnibttt 9u«t>riltfen Ae^en liott t«r doefficienUn brten Sosorit^men : 
32" ^ptenj; x« + 7^294653x* + 15,H82428x' + 10,4665969x» + 6,1804397x — 0,0000000 
64P „ + 21,494a216x» +42,3718592x — 0,0000000 

428" „ +24,7442072x — 0,0000000 

2)a ^ier bte jnwite <£iuf^nent fcfeon bei bec 32t» ^otenj qudbraHfc^ wilc&dt unb ber erfle 
i)on einer flLuabcitung gut onbccn fein 3eid)en me^fett, fo (tnb We beiben stöften SSurjeln 
unmBgtit^. :Da(TeI&e. gilt oud) bon ben fceiben nädjften aBurjefn, unb bit fflnfte saJurjel enbti* 
i(t reeK. Ginb nan.bie SOlobuIi ber jmei SiJurjelvaate gt unb ^j, f» ^at man anä bem Obigen : 
logpi" = 15,1*82425 unb bfl^er: log^i = 0,2362225 
.Iog(fte»)'« = 24,7442072 logga = 0,8604346 — i 

JogCeieäoj) = 0,0000000 logaj = 0,8066858 — 1 

^erauö folgt jundi^fl o« = 0,6407460 unb ba bei bm eubHitutionen t)on unb + i in 
bie gegebene Steigung entgegengefc^tt 3ei<ben im Sefutrate erf^einen, fo ift biefe 3Bur)el 
poiitiD. 3u ben beiben ^ett^en Don ^i unb Qt Rnbtt man bic ge^&rigen SBinCtl »ermittelft ber 
betanntcn !5t}tcf»ungen: 

2^ico89 + 2^2cos9^ + <H ^ — 1 
2COJJ5S ^ 2COS2, ^ 1 ^ ^ j 

^MCflu« folflt 9?!^= 131' 19' 3,05" unb QB» = W> 4' 28,5" unb ti flnb Mer bie beiben 

— 1,1374(4 ± 1,293894,^—1 
+ 0,317041 ± 0,6521840^'— 1 
3)<e fltgtbenc 9Iei(^3 jerflUt baber in bie SactKta: 

«• + 2,274S28x + 2,967872 = 
»' — 0,63i082x + 0,5258536 = 
X — 0,6407460 = 
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S)(»(6Rtt man oon Um ^cDbufte biefet Sattocen ten Socfftci<nUn, bet ju x^ gt^ött, 
erhält man ; 

— 0,640746 
+ 2,274828 — 0,634082 = + i,640746 ' 



— 0,634032 

+ 2,274828 

1268164 

126816 

44386 

2536 

507 

13 



640746 

384448 

25630 

448- 

26 

a_ 

— 1,051302 



— 1,442127 + 2,967872 

— 1,051302 + 0,525859 

— 2,493729' + 3,493731 

^ 2,493729 

+ i,Dooogs 

- KcK^er eotfficttnt ecfi in bet 6**" Ziecimale t}«n bent (weiten ^oeffidtnten ber gegebenen Wei> 

. (^ung btcfÄiebcn iil. €it«;n ^itt nur iai n(ie 9Bur)eIpaaT n(^Hg, in iDtobuIud bee beiben . 

folgcnbcn unb bie fflnfte reelle QOuirjel f^iiben aber ei« ju geringe ^ifferen], ali bnfi fle bei 

feiner SRciftobe fa bnlb )um fSocfi^in fommen Tonnten. 3f»re Trennung trfbigt bier rtltflit^f. 

rid) ber erflen 7 3i(fem er|l bei ber 128"» ^otenj. 

3>ie attgeneitie Unterfu<%ung,")u ber mir jeft »ieber jurdeHebren woaen, %at mi ttorbin 
gejcigt, iai tvetm in ber Steibe ber nnt^ iftrer (Stift georbnetcn SBurjetn nirgeab« ntebr aU 
)»ei g[e{d)'gr»fc SSuejeln unmittelbar auf einanber folgen, fonobi bie neOen SBurjeln oM aut^ 
bie ÜRobuii ber unmBglid)en SBur}e[n burt^ bie futceitiven Ouabricungen ber SButjeln fo genau, 
nU man »iUi gefunben werben Hnnen. So bleibt baber bei ber obigen iSoraudfetMing nur 
tioe^ fibrig, eine allgemeine onetbobe anzugeben, na<6 weii^er )u iebem snobuln« ber jugcböcige 
4B}inIel ober aui^ bie btibcn Zbeüe ber unmbglit^en ^utjebt gef^nban werben Ibnnen. 



9ntf)JIIt bie aUgemeine Sleii^ung: 

I" + Ai x-" + A>x"- 



. A.-jx + A. = 



nur ein Vaar unmbgtii^er OBurteln unb beicie^net man bie Gumme ber mitglie^ 9Buc}e(n 
mit s, fo baben wir f(6on gefe^en, baß man bemtUtelli ber bctonnten Sqiebnng: 

2^icoi^ + s ^ — Ai 
' fOr ben anobtlIu4 (1 ben iugebörigen QBinlei 9>i unb bieraui bie beiben Sbeile biefed SBurjelpaorc« 
fc^r' leitet Iblben (ann. QBUf ober lann man (i<6 ber trigonometriftbcn Zafeln nidjt bebiencn, 
fo (ante «an aaHt au« ber obigen eieit^ung picot^i bered)nen, nei^ti ber teeUe Zbeil ber 
unnSgtit^en SBurjel ift, unb bann V"? J — eieo'^ V— ^ bereiten, neit^eä ben unm9gli(4en 
Z^cU betfelbcn giebt. 
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ttat ferner tit Sleic^ung jtvti ^Mt foldiet SSucjeln^ beten !Ol»feufi «i unb ^ ^, unb 
bejeit^net mon bie ßammt In umftcte^rten reeQen S^utjeln mit St, fo bat man bie beCaanten 
Qlei^ungen: 

2^1 cmq» + Z^itos^j + S = — ,Ai 

2cog>) , 2coayg A,-^ 

ßi e» ■ ' ~ A, 

uuä welcf)en ebenfaCM entweber mit ober D^ne ^fitfe bcc ttii;onoM(fcJfcf}en Xtifcin bie btiben 
Steile jtbcä OSutjelpanTeä gefunbtn werben fütmcn. 

4at aber bie ®(ei<l^ung nte^c att vier unmi^Iicde QBucieln, fo tiinnen M> beiben Steile 
jebtr btrfelben auf fotgenbe SSSeife berechnet werben. SOir raoDen «nneWcn, laf fit aüitmtin 
q iPaac unmüfl[td)cc SBuraeln befi^e, fo jinben wir burdr bie Cuabprung bie q anobuti ^i, ^t, 
pi g, , no jcber fblsenbt tidner ill al6 ber «»r^erae^nbe, fo baß dKaemein g} =» g'f-n. 

gaffen wir je^t bie beiben Sfurjelpaoie »p * ht,yf—i unb »t^% ± bj.+iV'i, beren 

QRobuIi ^F unb pj.^1 jtnb, tnd ^uge, unb f^gtn wie |u jeber SBurjel bie ®t'6fit — . wo u = 

9fr~ 9p-*-i wb m eine n»4 jn btflimmenbe 3a^I ifl, fo oetmmbcln fitf) biefe beiben !Q}ur)el< 
paare in fotgenbe: 

a, + - =*= b,V— 1 «ab aj.^1 + — ± bp^-iV"— 1 

unb bie SDIobuli biefev neuen SSurjeEn finb : 

2u 11* 2u u* 

rj^i = »;^t + -a^v. + —, + l»;-^! = Wfi + -a,-i +•■;;;! 

aBir woÄfrt je^t untetfu^cn, wie 8"S "> angenommen werben mu^, bamit rj :;:»- r/^.,; 
unb frlgen bober: 

, , 2u , u* , , 2u ,11* 

*■' + S-' + 'S-- =- ff*' + »*'*• + s 

wernuj folflt: 

m =- 2(a,^.l — »,) 

«ä in «ttt j, =- a, 111* j,*, => »,^., nitt lurtet J(f,*i.+ f,) =» «(j,^., - »,) 
unb ej wirb Met tec obige 3ive(( ecrtic^t, wenn mun m = 2(p,^i + Pp) fe|}t. 3)i( 3ä^I, 
wehte t" »«1 unmiSali*eB üButjeta (liniugefilgt , bie StanäWae bec ffllbbtitl e, an» s,^i tiUit 

»etänbetr, ift »obet; fr ~ W--' = fa ~Jf*' ■ 
2(f, + f,*i) 2 
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S)a;e(f)net man ie^t *ie tattl k = ^ — ^ ■ ^f*'' ct<t k = ^ — ^** ' "''** ""*" ""*"' 
bie bje anotuii (1, Ci, ^i ..^ ^, geben, Me Ileinjte i|l, unb .fügt tieft ju jettr 9Buc)el ^inju , 
f» tvitt bdburd) bie Stangfolse aün untniiglü^en 3Bnrjcin nii^t gePrt Xiiefe SJerAnbetuna 
ber SDueyln wirb abct babued} erreidit,' bat man in bie gegebene ®Ieid)ung für x ben SBertt) 
z — k fubltitaiTt, »ob'ur^ man bic @fci(4ung:- 

»" .+ Bii— ' + B,i— »+.... B._,z + B. = 

. cri}ält. Sutd» bie fXuabtitung bet ilBurjeln erbdft man aüi biefet ®lei(t)nng bie anebuH ri.) 

rj, rj r, .... r,. in berfefbea OtbRung, in bet bie cocccf^onbiMnben iDIobuEi pi> 91, ^j .... 

^f ... 9y auä ber oorigen @leid)ung f)erI>OKgegang<n Itnb. STIan bat baber: 

pj = «J + t^ nnb 

r^ = aj + 2aj.k + k* + bj unb ()icrauö fefgt: 

'' Sk 

J>at man nod) biefei; lotmel n, btrei^tt, fb finbet man bj, bim^ bie Sbcmef: 



(£4 wrfletit jl(6 »o^t Don felblF, iaf man ftit k nit^t immer ben gcfunbenen ^ectb, fon« 
bem ben n&c^fl tleinem Tatilnalcn 9Bettb fub^hiirt unb k nie gcbf er aii 1' anjunebmen bcaudlt 
^at man j. S. bie Qfeitbung; 

»' — »'+ 2i> — 3x' 4- 2«' + X + 1 = 
fo tcbdlt man but<^ bie Ouabirirung ber SBurjetn nad) unb noeS bic ^ujbrüde : 
2» «bteni; i' + 3x« + 2x» + 3x' + Mx> +' 3x + l 
4» . x' - Sx« + li»> + Sil" + 18Jx> + i9i + 1 
8« . X« + 3x' + S70x< + 4327x' + 31974«' + 3i + 1 

3n bem Sofgenben tteben anflatt ber SoefTicienten beten &«gatitbmcn: 
16" ?p»t. : x'+3,2382971«'+5,9003M8x«+7,M7l654i"+9,0095836x'+4,8057658«+0,0000000 
32» , x'— 6,1481672x<+ll,7«42JS9x«+14,M95«lOx'-18,O191663x>_9,3«l3897x+0,000000O 
64" , x'-ll,9851090x'+23,40!)7269x'+29,99SllS8i'+36,038J06x> 
128" „ 46,8194664x« 

axan flebt fogfei«, baf biefe Sleii^ung 6 unmiglidie SButieln bat unb fat bie SDIebuH 
ett et unb f9 etb4[t man bie Bejiebungen: 

logpi'" = 46,8194664 noraui folgt logp; = 0,3657771 
■»gCeifi)"* = 36,0383306 logp( = 0,1973218 

lofiemt'V = 0,0000000 logf! = 0,4369011 - 1 

i^etaut fblgt (• = 2,3215448, ;; = 1,5751498, tl = 0,2731646 

4' 

U,g,t,zod=yGoO'^le 



*Euie obecfläi^ic^ €)4&$un9 yigt ani^ baf ^iet k = 0,1 atfe|t totttnl (aim; fubfUtuitt 
man tafiet in tie gegebene @(ei(^ung für x.ben fBtvtit z — 0,1, fo er^t man bie QIei(^ung; 
z" — 1,6z' + J,65i« - 3,9Jz> + 3,oai5z> + 0,50ri4z + 0,923211 = 

Xatäi >Cluabrirung bcv ^nrjdn tt^Sit nan Metaud:^ 
2» fot.: X« + 2,71z' + 0,5415z« + 4,15158z> + 18,OW300z« + 5,M59S6z + 0,8523135.5 

6((tiibt man jc^t onftatt iti ^efiitienten'tecen Sogonl^en, fo txWt man: 

4" ?ot.: l«-«,8e78464z'+l,llH6irU'-l,4O34208z'+2,4JS78S9z«+0,3f8O267z+0,861!O4O— 1 

8» „ z'^l,15O3393z'+2,6212«69z<+3,S46(»97i>+4,89826«2l>+2,6061726z+O,72»08O - 1 

16" „ z'+2,8076«05z'+5,7273510z»+7,2404349z>+9,7961391z'— 4,9006718z 

32" . z'+S,8163276z'+ll,4394468z«+16,8043751z'+19,69J3782z' 

64" . z'+«,6625986z'+22,8286066i^31,2811548z' 
128„ „ +45,6576649z« 

l>ietau4 ünbet man: 

log ri'" ET 45,6576549 Olli t» ifl M'c : lofsr; = 0,3567004 ' 
logCrin)» = 9,7961391 ' logtj = 0,255558» 

logCriW,)» = 0,8612040 — 1 logpä = 0,3530123 — 1 . 

anan bat babec: 

»i = '' ~ ^';~ "''" = - 0,2900815 unb bietouS b, = 1,496755 



_ r', — f, — 0,01 
' ~ 0,2 



+ 1,0801755 „ , b, = 0,639039 



; — 0,2900935 „ , b, = 0, 



J}u brei ^act unm5gltd)ec Sßtnjefn bet botselegten @(ci(f)ung finb alfo : 
. - 0,2900815 =t 1,495755/-» 
+ 1,0801755 ± 0,63903V-' 
— 0,2900935 db 0,43509^*1 

3ia bie 6umme bieret 9Bur]cIn = 1,000001 ilt unb erfl in bct «■? 3)e«malc bon bcm 
»abrcn SBcrtbc abweii^t, fo jeigt biereö, baf bte QSHcjeln ebenfaBä bi« auf bie 6" ftecüMole 
genau finb. !E>uc(^ bie ^otenjitung bec 9Buc)efn btr botgelegten @(ei(buitg linbet man autb 
aai ben 1"" , 3"" unb 5"" Soelfitienten bie QBettbe DOn cosl2S^i, cos64^t uub coslö^j, unb 
biefc (bnnen babec baju bienen , tbeiiä bie gtidjtigfeit ber Ste^nung ju conttoliccn unb tbeifd 
bie QDeirtbe bon ai, a^ unb aj genauet ju befHmmen. S>mn man bat ). 0. 

log coil289>, = 9,9124518 unb bober 128^ s= 2»« ± 35» tO" 17,2" 
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j&itrauä fftl^t: 

2U« ± 35« JO' 17,2" 

9"= i28 — 

^uft aivunb ^1 ftnbet man cbtnfa&d einen iTOect^ bon ^i unb aud bterem fo(st: 

^. = ""-^'^^" = «00. 58' 30,8" 

(£c^ man bierttti fdt n feine flunje 3iit)I/ fo iH ein Stei^nungdft^ier oec^anten. 3fl 

jebo* Me JXedjnnttfl tidjtig, obec ter SDiBifor 2k in bcn CtueHenten »i = '^ ■'- "~ | ' ~ — 

eine febc (leine 3a&I, f« tarnt man »ermiKcIft ted gefundenen SBert^eö »on vi bie legten 
Secipalen von ai genauer bejtimmen u. f. f. 

<&i ift ßbttgend lehteäneg^ etfotberli^, bei Uv Umformung bec Sltic^ung butc^ bic Sub^ 
ftitution X = z — k fär k einen SOett^ anäjumittetn, burcb mett^en bic Olufeinanberfolge t»er 
ünraSgliAcn SBurjttn ni^t ^t^ivt vitb, unb man fann ba^ec in allrn S(!((en k = 1 feigtn. 
3>enn t)Ct man kun^ bie CLuabrirung btt 3Bectbe Don ffi, gt, gi — ßj unb ri, r^, n... r, 

gefunbtn, fo M ntan aut^ bie ^ert^e coaS-ipif cosZ-^ cosZ'qci, unb Merburd) lägt (tat 

[ei(f)t auämitteln, wel^e Sßettlte wn p unb r iufommengebBren. Sdan »rcbinbet ju bitfem 
Sefiuft »uerfl ^1 mit n imb unterfudit, ob bec ttitraai btcBorgc^be SBcrtt) von ai aud) ben 
befonnten SBcrt^ oon cos2''9j gtebt. 39 ikfti ni<$t ber ^aü, fo berbinbet man ^t mit rs u. f. w. 
Sei biefer 9tc<6nung tann man ß^ fttti ber trigonomcttifdien Safein bebiencn, feibfl nemt bie 
SBur]c(n über bie ^rilnien berfelben Mnauä bcrei^net merben foOen, inbem man, um bie jU' 
fammenge^i^rigen ^ert^e oon ^ unb r }u finbcn, bie SSertbe oon 7 nur angenähert ju (ennen 
brautet. 

Um ow^ bitfeä bur^ ein Seifpiel ju erläutern, moQen mir bie fo eben bearbeitete @(eic6ung 
nod) einmal duftuUfen füllen , juglei^ aber raoQen nir uai bie Qlufgabe fMlen, ba$ bic S^ile 
bec unmÖgltc^ni (SJurjeln bid auf 12 3ifFein genau gefunben werben foOen. 23a nie aai f}tcr> 
bei nid)t bet logaritbmifd}en Safeltt bcbientn tönnrn, fo muffen mir bie 3in)af)I ber 3iffern, bie 
bei ben Cuabrirungen meggeworfen »erben, be|ei^nen, unb bicfetf geftftieit bc<)Hcmtr burd) 
eine 3a^[ a\i burc^ angebängte Sluden, wie folgt: 

l" ^Jotenj: x6 - X* + 2x* - 3x> + 2x» + X + 1 = 

2« „ X« + 3x* + 2x* + 3x* + 14x« + 3x + 1 

4" „ x« — 5x» + 14x* + 3ix^ + 182x9 +19,1 + 1 

8" „ X« + 3x» + 870x* + 4327x3 + 3i974x' + Sx + 1 
16" „ X« + 1731X» + 794886X* + 369ll815x' + 1022312454x» + 63939x + 1 
32f , X« — 1406589x1 + 506ogg674374x* + 2627614Q6770ix) + 104511 8033396ex* 

— 20136708i3x +1 
64" „ " X» — 966293266 173x* + 256878165246ux« + 988824235880isx* + 10922717Ö372SiiX» 
128" „ x« - 419966345758„xi + 659883027704„x» — 416611867058mx> : |:..: 

266" „ + 436445610217„x* " :": 
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Bell nwn j<6t in tie cSijt ettii^ung fOt « im aB«t6 i — 1, fo «Mit «M»: 
i" ¥"t«Il: i' — 'z' + 22i' — 41z' + 48'' — 3l8 + 9 = 
2i' „ i' — 5i' + 6i» + iH' +i58i« — 9fi + 8i 
4« , i« — 13i' + 502i' + 863i' + 28846»' + J6187» + 6561 
S-i . I« + 835z' + 332I3JI* + 28660699i» + 81074M98i' + 116498J43i + 43046721 
16» „ t' - 329571' + 64<»7974022z> - 282502619186^' + 650652774324,/.' 

+ 562275735916<z + i853020188852i 
32" , z' + 127089784195i' + 408994884874,»« + 36903665561,^' 

+ 4233S0S01S351„z' — 750194678488«» 
64" „ »'_797191554924«,i' + 1672676983424„i> + 345032091408,tf' + 1792513033679»»> 
128" ■ +2797848840987„A 

SeMcnt man (id) it%t ber großen Eogarttfemifdien Safein wa Vega (Thesaurus logaritlimo- 
rum), fo flnbtt man: 

logp; =; 0,3657770856 unt tabet f i = 2,3215448900 
logfi = 0,1973218313 „ . fi = 1,6751496880 
logpj = 0,4369010831 — 1 . . p! = 0,2734645800 
logr' = 0,6753658144 , , '! = 4,735499711 

iogr; = 0,4379695344 „ „ rj = 2,7413818587 

logpi = 0,8409071606—1 „ , T-, = 0,6932775878 

fSet&inbet man ic^t pj mit t\ , fo jeigt {id), Oof bev bacauä berDocaeiienbc 3Dectb IfOn a, 
teintn fiUbm SBinM giebt, bet av,äj bem t»efannten QIBccH^c Don C0SI2871 ein benage leiftct, 
ti in biefed ober ber Sau, nenn man pi mit ri berbinbet. iS6en fo unb mit ^itlfe ber ((ci< 
nem trisonometrif(f)tn Safein flnbet man, baß Qt unb r,, fo nrie p, unb r, jufammen ge^Sren. 
iDlan M baftce bie bcei SOurjelpaare: 

— 0,290081516 ± 1,495793301/— I 
+ 1,080175012 sb 0,6390396166V'— 1 
-0,2900934961* 0,43509SOS60V'-l 

9Sit( man bie SButjeln ttod) genauer boben, fo muß mon jum Se^ufe ber SDutjelau4|ieftung 
bie natürlichen fiogariHjmen ber bierbei oortommcnben 6 3ablen, a\ti wellten bie 6 Seiten 
?,> ft, pi, r,, rj, r, berootgcben, btxtäjatn, unb ^erniK^ ju ben rcfufticenben fiogorit^men 
^ bie )uget»i}cigen 3a^Ien fu^en, wobei man bie 3a&Iuiertbe je ber beibcn Sbcile ber unmBglid)en 
SSurjeln tii auf 12 eteUen genau ünbet. 2iiefe gtetftnung wirb am btauemften oermitteffi ber 
befonnten 4>llf^tafeln t)oil)ogen. 

;%if biefem IBige finb bie CBurieln »er befonnteti SleiAung: 
»• — 1 + 1=0 
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bii auf lö CStctira soidu b<tcd}net wnUUf lltitbc 9te<Mn8 bie 9lti^ tn eft^ielt ff^liclin 
mttfl. S)iir4 bte Oud&rininflen et^Ittn wie au« (itfec 9Ieid)iffla: 

i» 9om|: X« + 0.«> + O.i« — X + 1 = 

2" „ I* + 0.x' + Jx> — X + « 

4» , x> + 4x' + 6x> + 3x + J 

8« , x' - *x> + Hx» + 3« + 1 

«» „ x' + 12x" + 222«' + 19x + 1 

32" . X« + 300x" + t8830i> + 83x + 1 

64" . x< + 7660i> + 2384319i02x> + SOTIlx + 1 

428" , x» + 4709962604I» + 66S4977S7877U74f>x' — 3470736J37x + l 

9ei «inet felsmtcn Cuabrirung wi^tt tet jweite Soefficicnt in Sejic^una auf tie eclltn 
16 Steffen guatcatifc^, nie f(%fiefitn baljer, ba$ bie beifeen grijfttn SDurjelR umnBglit^ finb 
unb ba bee bcittt Coelitcicnt »ebn annjibetnb qnabtatifit »üdldt/ nod) aud) fein 3et(^en bcibe> 
-bjnt, fo ünb aütSi bie beiben fDigcnbtn 9Burit(n immbaUtb. 9ere(f)Ret man jr^t bcn natilt(id)cn 
So^ocitftmen itt iwtitm Cocifimnten unb biuibtet bi*fni bunft 128, f» (Inbet man: 

1.;; == 0,337377803J715ei90 unb batet ei = 1,4IM268367939SS490 
eben fa bat man: I.;i = — 0,3373778l)3t71M190 „ „ ;; = 0,71363917353690088 
Sernet jinbet man au5 ben beiben SIeidjungen ; 

2^co«9>i + 20ico»9j = 

2coayi 2cosya , 

K f ~ 

■ picoiqpt = ^°"* = — -;^— 7 unb gjeoitfj = — ^eos^i 

Sect^net man biefetf, f* etl)d(t man bte oiet SButieln: 

— 0,7271360844911968 ± 0,9340992894605294V'— 1 
+ 0,7271360644911968 ± 0,«3001428832971SJV'-1 

€tecn bat nut bie beiben etilen 2)edmalen tit^tig unb bie non Sescnbte sefiwbenen ÜBertbe 
ilnb genouet. Ztie beiben qnabtotifdten SFactbten bet geflebenen Ofetebung ilnb: 
x> + i,4942721689813936x + 1,40126836713911149 = 
X' — 1,45427216898239361 + 0,71363917353600088 = 
Sttedmct man »an bem ^tebulte biefet beiben Sattoten ben $e«ifMietttcn bon x', fo müttt 
tiefet etft in bet 17"" iSecimale wn ab. 

%ia bent betannten ÜBeitte be< üDtbulut ; Mft flA and) bet jugebStige ilBettb »en cos 7 
nod) auf folgenbt ^ife betw^nn. l>ttt man ttMMt aud ber 0Ieh6unff: 

X- + Aix-" + A,x-> + A,x-' + «... + A.^x' + A,^m + A. = 
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einen ^ectli wn e geeinten, fo muf tet jusc^^ns« QBett^ ben cm9< f» befc^ffen feqn, bot 
^(cosqp ± sinfV''!) i" bie Ofei^uns fubftituict tecfeI6en ein ®enCige [tiftet. IDiiburd} ec^U 
man befanntH^ Ht btiUn ©leit^ungen: 

i) p'coso^ + Aiß"^cos(o — i)y + ABp'"»ci>s(n— 2)y + A.^i^'cosZqi 

+ A,^^co39> + A, ^ 

2) p'Biany + AiQ'~*sia(_a—i)ifi + Aie'~'8inCn— 2)9 + A.-g^'aioZf 

+ A,_,psiiiqo = 

3fi n eine gerobc 3(i6I, fo muIHpficttt man bie eint Ofetd^ng mit cos |qt onl) bie untere 
mit iia stp atii aiUve bcibe ®Ietd)un9cn, f»«r^It man: 

3) [(►" + A,]cM59 + [A,e"-*+ A,_irico.(5 ~ 1)9 + [Aip-» + A,_,f»]co3(|-2)y 

+ A.e^ = 

SDIu(ttpIictct mon adet tte jupeitc Sfeidjunft nrit cos%ip unt (ie ecfte mit sin^^ atA )tc6t 
bitft oon jcntc ab, f» ßmmt: 

4) [e"-A,]«n|9i + [A,?"-»-A,-,f]8ing-l)y+[A,e"-*-A._,e»].iii(|-2)y 

SBenn n eine unflctobe 3a6( ift, f» muEnpIinct man auf Mefetbc üScife mit feen tcigono- 
mctrifc^cn Functionen vm "T— y unti etMIt tabuctt) lie Reiben Qleit^unflcn: 

5) p-cM^-i^ + [Aie— + A.] CO« 1^7. + [A*'-« + A^eJco.2^, 



6) e-sin-S^y + [Atf--* - A.]»inH-^y + [A,p"-» - A,_»p]«o2-^f 



I A,_^^ 1 «. A «üf ' J iingi = 



(Entwiitctt man in tiefen (teilen ®Ititf)ungen Me einud» unt Sofhtulia^fcn nac6 potenten 
son coa?) foctfc^tcitenb, fo erttfilt man bie beiden Oteft^ungen: 

BiCOs'q) + Bicoaqv + Bteoi^» B^^cot^ + Bp ^ 

€ico»7 + <^cosq* + Cscotip Cf.tco»v + C, = 
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wo&ei in in legten tn itmtinfä)afttid^t Soctor »m^ i)erauäatfa&tn lA unb in btihm @Iei< 
(f^ungen lie 0t»effinentcri aai e unb im SoefficicRtcn tec gegtbenen ©{nt^ung itettt^net tvetben 

(önnen. 3ft « eine getobe 3(iW, fo bat man p = | unb ijl n ungerabe, fo ifi p = ° "T ■ ^ 

btc ®tab biefec ftciben ®(ei(f)unt)en ifl babec im 9(Ilgtmtinfn bulti fo grof oU bec Qttob bec 
gtgebentn @Ieicbung. %äit baffeCbe g iiabtn aüiaan beibe @Ieid)ungen eine gemeinfdiaftliifee 
aßurjtl cosgo, lie burd) Diollion becfelbrn gefunben »erben tann. Slllein gtrabe biefeS 51uf. 
fu^en einer gemeinfcbuftlic^en SBurjel i(l in ben ^äütn, mo bec fSrai ber gegebenen Steigung 
beträt^Hid) iHt eine fehc ntü^fame Operation, bie bei jebtc SBurjcl roicber^oU »erben mufi, unb 
bobec tftmtnt man buc(6 bie fcäfter angegebene Snet^obe in ben meiflen gdllen fc^neOec junt 3iele- 

But 9JerDoII|l£nbigung bec in bem 93 orber gegangenen entnidetten Stletbobe iH ti erforberlicf) 
nocb einige fptcieKe ^üUt binftdjtlidj bec Sefcgafenbeit ber ESJurjeln biec ndber ju unterfud^en. 
Siegen nämCicb bie Wertbe jraeiec reeficn SBucjeln fo nabt bei einanbec, bag iie bei einer ^it' 
jabl uon £iua1)rirungcn , »oburc^ aCEe iibctgen SBucietn beceitd von einanbec gtfdtieben mürben, 
no(b nid}t getrennt erfd)etnen, fo f önnen toir babuci^ febt (et^t berleittt »erben, auf ein ^aac 
uinn&g(id)c ^urjeln ju fd)tie§en unb baä ^obutt bec beiben üBucjeln ald ben Snobulud bec< 
felben onjufe^en. ^(äbonn bejlimnten wie »te Dorbin ben ÜQJectb üon a — ^cos^i, nur tfi in 
biefcm gaQe tp unntögütö, unb htvtöintn biewuf bv*— * = Ve' — e'cos'yV"— 1, »eltfteö 
alibann eine ceette @cüße ift 

S6 ift babec in biefcm Sade bucftaui ni(^t ecfocbeclit^, bie Cuobricung folange fottjuf^n, 
bii bie beiben nabeliegcnben OBurjeln getrennt erfc^einen, fonbecn nuc bii man tf)v ^«bu(t 
ecbalten bat. Site »eitere iBecet^nung erfolgt ^tecauf nadj betreiben Stegeln, nad} »eichen bie 
unmöglichen SBurjeln berci^net »ucben, inbem bie ceeüen OQucjeln ebenfoKi auf bie fform 
a ± b -^—i. = p(coago ^ »ia<p^—i) gebcad)t »erben tbnnen, nur idi aldbann b obec qp un» 
mbgli^ ift. Sia hierbei ^ auc^ negatit) feqn tanit, fo mufi man in ineifelftaften Sä((en bte ge> 
funbenen OButjeln jletD burc^ bie ebenfaStf betannten QBectbe Don cosS"^ ic. controlicen. 

SOcnn ferner ein ^oot unmöglicher QBurjeln fo befcbaffen Ml/ bufi bei ben iCiuabcicungen 
bod Unmögliche oecfc^ninbet, fo fdieint bie @Ieid)ung inei gleiche ceeQe SQucjeln mit gteidjen 
«ber entgegengefe^ten Beic^n ju beji^en. 3)ucd) bie ®ubftitution bec n£cbflen @rän3»ertbe bte> 
fec EßJutjeln, iu.v<b welche man iüi Beiden becfelben )u beftimmen fud)t, dbecjcugt man (ii^ 
Aber fogfeit^ bom ScgentbeU unb atdbamt becedtnet man aui b<m betannten SDIobitluö nie t)oc> 
bin bie beiben Xtteile bec unmbglidjen SBurjeln. 

1£d tonn auc^ eine SIcidjuns brei unb webrere g(ei(6 gt&|e SButieln eittbaften, »obei fie 
tced ober umnbglid) fc^n fömten; aUein oud) biefe ffJiCte (Ernten burd) bie fXuabritung fe^r 
leidtt gefönt »erben, benn man fiberjeugt jicb febr balb, ia$ man bei brei g(ei<^ gco$«n SQut» 
jeln nod) n Ouabcicungen mi ber gegebenen ®Ieitbung t>om n**^ ®cabe.erl}flU: 

»■ — («I + w, + aj)x"~* + («i«t + «laj + «J«I)»"~* — aja;«jx"~* 

+ a:a;«;Ö[4...n)x-* + (— l)'aJa;B;ct4...ii) 

wobei natfirlit^ »orau^cfe^t wirb« ic% biefe brei SButjefn tn, «s unb «3 bie gtSfften ßnbi i|l 
feicTttf nid)t ber SaD, fo »irii bie «bigc SBettebung in ben brei erflen 1£oc)p(ienten erft in brei nod^ 
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folscntcit einttettn, wcldie al^tonit tie wtkttitbnUn SBucjtln a(i 3eineinri:^tli<4e ^aetottn 
baben. fiinb tie trti SBurjeln oi, <>■ unt aj »iettrbo(te ^uc)e(n, f» l)al»cn tic ttci SocfFi' 
cientcn bie Sonn : 

. — Za;, + 3ari «"'> — <»?'• 
niedre 0(4 ScittTium für tiercn ^otl litnt. i}abtn Oe aber tiefe Sorm nidit, fo fd){ie|en tvir 
auf (ine tceQe SBurjtl unb jnei unmiiglicbe S9urjc(n. Sn freiten 3<IQen giefrt tct Soeffident 
<>;'' enttveter Metceimal wtetccbofte ^urjrl «i oter tie !SutjcI ai unt ten SDIotufud a',. 

Sten fo ecDiSIt mon, wenn tie uter ttften ^ucjeln gfeif^ ato§ fint, nac^ m üuatcicungen 
ten ^utttud: 
x" — (jtt\ + «I + aj + tf;)x""' + («'«; + «;«j + «'«; + «;«! + oj«; + «;«;>»■"' 

+ «ro;«;«;C(5.,.n)x"-» (— i)'«;«;»;«; C(,s.,.n) 

unt ^atrn oC^tonn tie »ier ecjicn OEccfficienttn tie ffotn : 

— 4a' + 6oi'» — ^aVt + «J' 
fo wcidt tiefet auf wietecfioUe ÜQucjcfn ^in; ijl tiefet attc nit^t tec gaU, fo i)at man cntwetet 
Oicr untni^gßc^e CÖJutjefn oter jwel unmBgÜtbe unt jivei nleter^oltc SBurjeln, tecen weiten Un* 
tecfd^itung taturtf) nematfit wirb, tag man aaA tem telonnten SRotuIuä ai, mie tjocftin ten 
Wtttk tWR ai tcte^net. it Oecfe^ 04 R)o^( oon feltfl, tag «;' erj} in einem ffSttva <foefFi' 
denten etfd)tint, wenn oi nt4t ten. gcftgtcn ÜBettt unter ten QBurjeln bar. 

*Sd »Are fibrtaeni eine cnnßtente fflelt(2uftisleit, woQte man no(& neifer ge^n unt turd) 
eine a&gcmeine fformcf ten Sau audträcTen, wenn tie Slcic^ung p g(ei(^ groge 9Bnrje(n tnitfält, 
ta tiefe not^ tem Sefagten fogleicb nietergefdjrieten werten fann. 

SQcnn nie jum 6di(u| tiefer Untecfudiungen tie ^Soctijeile ind $uge fulten, tie unfert neue 
SRettote gewätrt, fo tärften tiefe in Solsentem hefteten, ^tc trauc()en junSc^fl mir ter ge* 
getenen 0(et(^ung turc^auä feine ^täfung weter binfTd)tftd) ter tlnterfi^eitung ter nmnBglic 
eben ^ut)eln non ten reeOen nod) in Sejicbuns auf tie nSftern oter entfernteren QIrdnjen ter 
letzteren »orjnnettmen, intern tie eef(f}affcnf}fit ter SBurjetn oft fcfion nocfi einigen fiuatrirun* 
sen mit Siu^na^me einiger wenigen fo eten cnoälinten gdlle ottnjntetfelboft hervortritt. SBir 
itaitn ti ferner aii einen wefentlitficn fBortteit tiefer 9)Ietbote ju tetracErten, tag tuv^ fle 
ni(6t nur tie unmOgiidjen S93urjeln, weld)c dUein tie ^eiäfrage terfictlldittst, fontem auc^ tie 
teefftn SButjcIn ite^ntnt werten unt iwar, nie nie fcbon temertt boten, wenn nid^t bto^ eine 
einjelne fflJucjei gefbt^t wirt, leichter ali nat^ ieter antern snetbotc, mag man f1(^ tei ten 
£luatrirungen ter GAoadtbrnen tMentn 9tec tie tatet erfotterfit^en flnitttiplitkitlenea Itcett 
duifdtren. hierbei ift notb l» ttmerlcn, log bei tiefen 3RHlti))Ii(atlMMn ti< 9c*tutte nid^t 
weiter entwirfelt ju nertcn tciuidt>n, aU |ie ju tec twrgefi^rictenen 3abl non eiteUen ter ge> 
fu(f)ten OSurjcIn etnad beitragen, unt tag bierturd} groge i£rltt(^tecunften bei ter Rcifenuns 
eintreten, intcm oft. fc^on nud) wenigen Cuatrirungtn gegen tie Quotrate ter Soefficienten tie 
toppeften ^rotufte ter entfernter liegenten Soeffirienten gfinjlitft wfgf«Äen. hieran* folgt wie. 
ter, tag ter i)ted)nuRg4aufwant wenig mebr <M tm QJerMftniffe mit tec %t)ab( ter fSJarjeln 
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niadtdt, miäiti ni^t ehtmal bei len EXegcbt tec Sau ift, Me mit ttfft« jut ^uffut^una ber 
reetttn SSurjeln angentntet fwibcn. 9lur bei tiem Uebergonge von 2 ^aar unmBgtit^ec S0urjeln 
ju 3 ^aav becfedien wSA't Me Qltbcit in einem grB^ecn (QecbKtniffe, bon ^terauö (tt>ec wttbec 
in betn Dorigcn Sn&dltnifTe. 

ÜBid man ferner nur dttgendbertc QBert^e bec QSutjeln baben, j. 9. nuc bie crjltn bcei 
&bec oiet 3iffem betfelben, fo betet^nct man iiu(6 tie Socffidenten nuc auf fo uiele fitcQen unb 
afdbonn (9mmt mun ft^t fc^nttf jum 3icle, fo ba^ man meidend ]u ben fS}ut)eIaudiief)unc)en 
nictit einmal bec Sogatit^men bebücf. J^at man j. SB. bie ®[eid)un3: 

X* — 56x' + 840JI» — 3360X + 1680 = 
fo etbfflt man feietou* 2« ^Ot. : %* — 1466x^ + 3326(x' — S468jx + 2822i 
4«' , X* — 1454jx» + 85987X» — 6983,ox 
SM „ X» — 1943»x' + 7189mx* 
3}on je^t an niacE)fen aOe Soefficienten tfuabcoKfd} unb ti {inb baffer ade SBurjeln reeK. 
Qti ifl (ilfD 

a; = 19439 unb f)ierau< «; = 13943 ober «; = 118O unb «j = 34^7 
«!«; = 7189h « „ «:«; = 84797 „ «JaJ — 2912» unb «j = 639,7 

Sernet «JaJoJ = 69831» » «?«'«! = 8357] unb otct^i = 2891 

aiOtajai = 1680 
^i itnb bitter bie oter ÜBurjein: • 

a, = 34,37, o, = 5^ = 15,71, «, = ^^ = 5,357 unb «. = ^^ = 0,581 
s&ti genauerer Seredinung tvWiMat: 







, = 34^456 




= 15,70785 




= 5,35639 




= 0,58m 





:^ce$ntt man auf tiefe SBelfe bte ^urjetn nuc auf bcei ober oiet etcDen unb bebient ftd) 
bei ben OBucjelauäiie^uttgcn ber fisgartt^men, fo erMIt man in Dielen gäQen f^nelCec angtnä' 
^ectc SBert^e aätt fffiurjeln , aU nac^ ber SRctfiob« Soutierd nüt bie ntfdiftai ®rfln}en bec 
reellen QJurjcIn. 

(Enblit^ beß^n »ir bobur^/ bafi bei ben Cuabrirungen aud) no(^ bie Softmtfja&Un ber 
oielfadten Sogcniablen ^ecuorgt^en, weiche ben unmöglidjen SBucjetn angeboren, eine Ssnttole 
fäc bie ni^tigteit ber ned)nung in Sejic^ung auf bie lelgtern. 

S>ie Sntwicfelung ber SSucjeln bii auf eine beliebige 9Inja()I t)«n stellen ft^eint jntac bucd) 
bie ]ulegt erforbctlit^en 9Sur)c(auä}iebungen an bie ®ränjc unferer (ogacit^mifäien Zafeln ge^ 
bonben 3U feqn, aDein nenn man Aber biefelben binau^geben miK, fo tann man, nie vir ti 
fraget gemacht ^aben^ fäv bie wenigen Ballen, bie babei uoctommeni bie einjelnen Cogacit^men 
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bcceitttRi uiA uw^etettri- aui Mtftn witbec M Sabltxt aMeiten »ber audi ftibft »ic in ^«m 
oEngeit SttftiieU bon^ ructefnved CtMtntiMtTjelauöjie^Ri, notei nan altr jcteftnal \it fiLuiAtdt> 
wncjel f9 weit alt mtfillt^ nttwktelt tinb adtä übtt tiie StAnj« ttc 04ialtat)iiM J^inairtfie&enH 
wegwirft, ju tot sefucfittn Sßurjeht (ontmcn, obne büf batucc^ meijrete 0ttll(en Derfeaen »er> 
tocen gctmt > f» wi« i*ic (emt fiftecboupt aOe Stcgebi , bnnt) »e((f}e wir bei tett ^ier tcfotbetlit^en 
9tc<f}nuii0m mit Abfl«tftcit«n SaitUu bie (*l}ten 3ifFevn f« senau aU tndeti^ )U et^altcn ftu^ea« 
n^ bec 0cjH»ititmft ber Hu^ttftt» Scdnjcn, innecfialb »tlt^ (i^ bec ]a bc^in^be gebier 
beftnbet, 6ier ali betannt üWMiftt^. 

3uin €S(^tuf woKen »hr oftf Bembtigung n«(^ bie SJracching biniufäflen, bog wie ju ben 
wiebecboiten SBucjeln (iud> biejenigen geeeil)aet baben, bie bei fl(eid)etn 3ablwectf»e nttBegeiige- 
fegie 3tid}eR bellten , inbent biefct Beidttnuntecftbieb bei bra CLuabeicungen Derfcbninbct. 9(uö 
bemfe^en ®cunbe beiden nabettcgenbe 93}ucieln foU^e, beten BabEwet^c, abgefc^en oom 3ei(ben, 
eine getinge Diffecenj be|1lstn. (Enbüd) betnetfen wir noib, baj auf Gleite 25 3eile 1 ». oben 

ber «ttfbWKf k = f ' 



i,y Google 



=, Google 



=, Google 



BOUND 

' UNIV. OF MICH 
I IIBRARY 



4Pi 

3 9016(M84<t3475 




»Google 



=, Google 



